Tilléimpningar pé Vi har lagt in ett riktningsfalt ocksa. Om man klickar pa

. . . beteckningen for l6sningskurvan, i detta fall y1_1, far
differentialekvationer man upp fonstret for inmatning och instéallningar.

V.

I denna aktivitet tar vi upp modeller fran naturveten-
skapen. Vi utnyttjar TI-Nspire’s grafiska/numeriska
analysverktyg for differentialekvationer. —

Problem 1

Logistisk tillvaxt v
En differentialekvatione y'=k-y innebar att tillvaxten ar /
proportionell mot populationens storlek. Vi har da en I
exponentiell tillvaxt. En nackdel med tillvaxten i denna ) /
modell ar att antalet individer vaxer 6ver alla granser. ) s
Det ar inte sarskilt realistiskt. Det ar da rimligare att —-—-?"'_’ X
anta att det finns en maximal storlek pa populationen -
som motsvarar livsbegransande betingelser, t.ex.
tillganglig mangd mat eller utrymme.

@
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| installningarna kan man maximalt ha fyra olika begyn-
nelsevillkor. Da far man fyra kurvor ritade. Nedan har vi

| den matematiska modellen |ater vi da derivatan ritat tre st med begynnelsevillkoren (0, 20), (0, 50) och
ocksa vara proportionell mot skillnaden mellan (0, 100)

populationens maximala varde och aktuell mangd, Vi
kallar maximala vardet M. Detta brukar kallas kallas Y
Logistiska tillvéixtekvationen. Effekten av den nya
termen (M - y) innebér att den efter hand begrénsar
tillvdxten y’ for att helt avstanna da y = M. Tillvaxten =
blir da noll, y" = 0. En tillvaxtmodell kan da skrivas: /r //
/|

y'=k-y-(M-y) dar k ar en proportionalitetskonstant.

Vi visar har ett exempel pa en sadan tillvaxtekvation, /
taget fran en larobok fér gymnasiet. 4
Man slapper ut 20 kaniher pa en isolerad 0. y(t) ar 1 - ,,
antalet kaniner efter t manader. Man uppskattar att UM’ X
hogst 500 kaniner kan livnara sig pa on enligt den L
logistiska tillvaxtmodellen.
Proportionalitetskonstanten k @r 0,00065. Rita en
l6sningskurva for hur populationen utvecklas.
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Har har vi berdknat den exakta I6sningen.

Vi léser har d.e. exakt med begynnelsevillkoret
y(0)=20.

deSolve(y'=6.5E'4-y-(500—y) and y(0)=20,x,y)
) 500.(1.38403)X

Vi visar nu hur man kan l6sa denna icke linjéra
differentialekvation med Eulers metod.

(1.38403)X+24.

Vi definierar nu lt')sning|en som en funktioin f(x):

Ekvationen skrivs nin sa har i editorn: 500.-(1 .38403)X

Define f(x)= r Klar
S = ‘ (1.38403)%+24.
yl "= 6.5e-4 7 (500—p7
’ : .— Vi kan direkt berdakna funktionsvarden: 1(0) > 20.

g L L = 1(18) » 467.675
Vi har anvant Eulers metod med plottningssteget 0,1.
Sa har ser l6sningskurvan ut. Den bla punkten ar begyn- Vi prévar nu att plotta I6sningskurvan med Eulers metod
nelsevdrdena. Man kan dra i denna pukt for att fa andra och den exakta I6sningen samtidigt. Se ndsta sida.

startvarden.
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Vi kan ju ocksa se den ursprungliga ekvationen som ett
ett andragradsuttryck i y dar y“ar tillvaxthastigheten. D3
(1,38403)X+24, " kan vi rita en vanlig funktion. Vi ser att maxvardet, alltsa

()= 300 (1.38403)¢

maxvardet for y’, ar 250. Om vi tittar pa l6sningskurvan
ser vi att det svarar mot ett x-varde pa 10. Det &r
vl 1 - . )
/ [6sningskurvans inflexionspunkt.
/ ‘\—
rd y
100 yd (250,40.625)
//
I X
2

Vi ser att kurvorna overlappar varandra. Eulers metod
fungerar alltsa utmarkt har. ( ) ( )
Préva ocksa att 6ka vardet pa proportionalitets- f1{x)=0.00065- x~ {500~
konstanten och se hur det paverkar I6sningskurvan.

Problem 2 50 \
En fraga man kan stélla i det har problemet ar nar |
tillvédxten ar som storst, alltsa nar ary’ som storst. Man

kan da stalla in pa en anpassad visning och ha y som Problem 3

vagrat axel och y’som lodrat axel. Se installningarna
nedan. Kroppar som faller

"Diferentislekvation WG_—_————— ]|
e Ett foremal som faller utan begynnelsehastighet féljer
: féljande diferentialekvation:

Iterationer mellan plottningssteg |1 v |

e d
Fatfige -] & 29.8-0,0025y2 y(0)=0
Axlar ‘Anpassad - dt
|

xelyl = dar y ar hastigheten efter tiden t sekunder.

ye—y1' ~ |

Plottningsstart: |0 - .. .

g a) hur stor ar hastigheten efter 2 sekunder, |
Plottningsslut: |25 -
— 4 sekunder?
Plottningssteg: (0.1 -

Eapbs b) Hur snabbt kommer féremalet upp i hastigheten

Fasdiagram vid x= v 20 m/s?

[0k~ [-~Avbryt

Den matematiska modellen harleds latt ifran fysikens

Har har vi ritat y'mot y och vi kan grafiskt eller med lagar:

sparning se maxvardet. Genom att stélla in ett bra v ,

fonster far vi da denna kurva. Vi ser att maxvardet m‘E =m-g—k-v

verkar vara 250. Dar k ar en proportionalitetskonstant och m ar massan.
— | Forenkling av uttrycket ger

Derivaian

/"' ﬁ""\
/ N\, dv_si-g_k
/ N\ dt A m

/| \ k/m blir da en ny konstant.
v . ) Plottning av I6sningskurvan med steglangden 0,1 ger
| ] I Wl Lyl 1 \ foljande resultat. Se nasta sida.
50 yrvdrdet
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Vi kan direkt uppskatta hastigheterna efter 2 resp. 4
sekunder till 20 m/s och 35 m/s.

Hur stor ar nu granshastigheten? Den ksn ju latt berak-
nas ur differentialekvationen nar man satter y’ lika med
noll. Vi far da

[ 98

Vi ~63 m/s
0,0025

Problem 4

En fallskdrmshoppare med fallskérm har farten 30 m/s =
precis da fallskamen utvecklas. Hopparen paverkas
nedat av sin tyngd och uppat av en bromskraft som

kan antas vara proportionell mot hastigheten i kvadrat.

Hopparens acceleration som funktion av hastigheten
kan skrivas

d

2 -9,8-0,15v2

dt

a) Berdkna hopp|arens hastighet efter 1 sekund.

b) Vilken ar hopparens hogsta hastighet
(granshastighet).

Vi anvander Eulers metod med steglangden 0,01. Sa har
ser l6sningskurvan ut.

3

Sparning i l6sningskurvan ger hastigheten 8,9 m/s efter
1 sekund.

|10 1

' (‘1,8.9658)_' 1
vl 1:(1,8.9058 ) x=1

0.5~

Granshastigheten berdknas ur ekvationen
9,8—-0.15v> =0 som ger v~8,1 m/s.

Problem 5

Ater till kaninerna.

-
Tillbaka till kaninerna i Problem 1

Nu gar vi vidare och 6kar vardet pa
proportionaliteskonstanten. Vi varierar vardet pa
konstanten fran 0,001 till 0,015 genom att infora ett
stegreglage. Seltill att steglangden ar 0,0001.

Dra forsiktigt i stegreglaget mot stérre varden och
observera vad som hander. Hur ser l6sningskurvan ut
for vardet 0,04, 0,05 och sedan stérre varden.

Vad ar det som hander??
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