Differentialekvationer med
numeriska metoder — en intro

| dmnesplanerna i matematik betonas att eleverna ska fa
mojlighet att anvanda digitala verktyg. Ett exempel fran
Matematik 5 ar numeriska I6sningar av differential-
ekvationer. Vi visar har hur enkelt man kan arbeta med
de verktyg som finns i TI-Nspire.

| applikationen Grafer kan l6sa differentialekvationer
numeriskt med olika metoder (Euler och Runge Kutta)
och med olika installningar for plottning och riktnings-
falt och man kan ocksa ha flera begynnelsevillkor och pa
sa satt se flera l6sningar. | Raknare-applikationen kan du
ocksa med TI-Nspires CAS-motor I6sa differential-
ekvationer symboliskt. Man kan studera bade linjara och
icke-linjara differentialekvationer och system av ordinara
differentialekvationer (ODE:er), inklusive t.ex. logistiska
modeller och s.k. Lotka-Volterra-ekvationer (modeller av
typen rovdjur-byte). Du kan ocksa plotta riktningsfdlt
och fasdiagram med de interaktiva Euler- och Runge-
Kutta-metoderna.

Eulers metod ar ett grafiskt verktyg hos Nspire for att
visualisera en approximativ 16sning till differential-
ekvationer. Eulers metod motiveras av idén om "lokal
linjaritet" — en deriverbar funktion beter sig som en
linjar funktion i sma intervall. Med denna idé, om du
kanner till vardet av derivatan av en funktion i en
enda punkt, sa kan du approximera en liten del av
dess graf med ett linjesegment med den efterfragade
lutningen i den punkten.

Om du har en differentialekvation och ett begynnelse-
villkor har du den information som behovs for att
approximera en liten del av grafen. Om (x0, y0) ar
begynnelsevillkoret kan man approximera ett y-varde
y1 pa lésningskurvan som motsvarar x1 = x0 + Ax. Nu
kan du upprepa denna strategi genom att behandla
(x1, y1) som en ny punkt pa I6sningskurvan. Man
upprepar sedan denna process om och om igen.

Begynnelsevillkoret, som visas med en punkt i grafen,
kan dras i koordinatplanet och I6sningskurvan
uppdateras direkt. Man kan ocksa rita kombinera
I6sningskurvan med att rita den exakta I6sningen.

Problem 1-4

Vi visar har ett exempel dar vi grafiskt, numeriskt |6ser
differentialekvationen y” = x + y med begynnelse-
villkoret y(0) = 1. Vi vill berdkna vardet for x = 2. Den
exakta l6sningen ar 2e*— x — 1 och f(2) = 11,78. Vi
visar i nasta spalt hur vi 16st den exakt i applikationen
Raknare med Nspires CAS-motor.

deSolve[y'=.t‘+y and J’(szlijy ] y=2- et -v-1 Iﬂl

Vi borjar med steglangden 0,5. Vi visar har tabeller for

att kunna se varderna for olika x. Du infogar en tabell

genom att valja tabell i verktygsmenyn.

y x |DE1.y1_01.Y
|' interpolate(x,

| 0.5 1.5
; 1. 2.5 |
1.5 4.25

’ 2. 7.125

!
s 2.5|  #UNDEF| L
< —— 5] -
5 Lar DE1.y1_01(.1‘,):=i11tel"
Hdr har vi en lésningskurva ddr vi anvdnt stegldngden 0,5.
Efter fyra steg far vi véirdet 7,125 fér x = 2.

=

=

DE1.y1_01.Y

interpolate(x,

0.511.78926364
1.|3.40962765

1.5/6.39684579
2.|11.6320357

2.5 #UNDEF
< —— 5]
075 A7|1.7892636436877

Hdr har vi en l6sningskurva ddr vi anvdnt stegldngden 0,01.
Efter fyra steg far vi virdet11,63 for x = 2. En betydligt bdttre
vdrde.
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DE1.y1_01.7
interpolate(x,
0.5[1.79708985
1.3.43501932
1.5/6.45885516
2.|11.7678212
2.5 #UNDEF
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- 3f47]1.7970898557146

Runge Kuttas metod ger med steglangden 0,01 vardet 11,77.
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Problem 5

Sa har ser l6sningskurvan ut. Den bld punkten ar
begynnelsevardena. Man kan dra i denna pukt for att fa
andra startvarden. Vi har lagt in ett riktningsfalt ocksa.
Om man klickar pa beteckningen for I6sningskurvan, i
detta fall y1_1, far man upp fonstret for inmatning och
installningar.
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| installningarna kan man maximalt ha fyra olika
begynnnelsevillkor. Da far man fyra kurvor ritade. Nedan
har vi ritat tre st med begynnelsevillkoren (0, 20), (0, 50)
och (0, 100)
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Har har vi beraknat den exakta l6sningen.

deSolwa(y'=6 5e-4 3 (500-) and 1(0)=20,x.3) 500, (1.38803)
et RS
(1.28403)F +24.

500. (1.28403)" Har

Deﬁneﬂx):

(1.38403)%+24.
Ao) 20
A13) 467 675

Har har vi last ekvationen exakt. Sedan hlar wvi definierat l6sningen som en funktion f(x). Vi

0
500.11.38403
ser att f(0) ger vardet 20. Vi far ju # » 20

(1.38403)%+24.

Problem 6

En fraga man kan stélla i det har problemet &r nar
tillvéxten ar som storst, alltsa nar ary’ som storst. Man
kan da stalla in pa en anpassad visning och ha y som
vagrat axel och y'som lodrét axel. Se installningarna
nedan.

Differertisieciation — ]|

Lésningsmetod 1"Euhre:rr o

Iterationer mellan plottningssteg 1 - |
Falt ‘Inga -

Axlar ‘Anpassad - |

Xe— ‘y‘[ S

yelyt - |
Plottningsstart: ‘O - |
Plottningsslut: ‘25 -
Plottningssteg: 0.1 v
Faltupplosning:

Fasdiagram vid x=

' [-oK| [avont|

Genom att stélla in ett bra fonster far vi da denna kurva.
Vi ser att maxvardet verkar vara 250.

Derivatan
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5 y-virdet

Vi kan ju ocksa se den ursprungliga ekvationen som ett
ett andragradsuttryck i y dar y“ar tillvaxthastigheten. D3
kan vi rita en vanlig funktion. Vi ser att maxvardet, alltsa
maxvardet for y’, ar 250. Om vi tittar pa losningskurvan
ser vi att det svarar mot ett x-varde pa 10. Det &r
I6sningskurvans inflexionspunkt.

i ‘

(50, 40.605) £1(x)=0,00065 x (500-x)
e
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