Differentialekvationer — hur
fungerar Eulers metod

| amnesplanerna i matematik betonas att eleverna ska fa
mojlighet att anvanda digitala verktyg. Ett exempel fran
Matematik 5 ar numeriska l6sningar av differential-
ekvationer. Vi visar har hur enkelt man kan arbeta med
de verktyg som finns i TI-Nspire.

| applikationen Grafer kan man |6sa differential-
ekvationer numeriskt med olika metoder (Euler och
Runge Kutta) och med olika installningar for plottning
och riktningsfalt och man kan ocksa ha flera
begynnelsevillkor och pa sa satt se flera I6sningar. |
Réknare-applikationen kan du ocksa med TI-Nspire’s
CAS-motor |6sa differentialekvationer symboliskt. Man
kan studera bade linjara och icke-linjara differential-
ekvationer och system av ordinara differentialekvationer
(ODE:er), inklusive t.ex. logistiska modeller och s.k.
Lotka-Volterra-ekvationer (modeller av typen rovdjur-
byte). Du kan ocksa plotta riktningsfdlt och fasdiagram
med de interaktiva Euler- och Runge-Kutta-metoderna.

Eulers metod &r ett grafiskt/numeriskt verktyg hos
Nspire for att visualisera en approximativ 16sning till
differentialekvationer. Eulers metod motiveras av idén
om "lokal linjaritet" — en deriverbar funktion beter sig
som en linjar funktion i sma intervall. Med denna idé,
om du kdnner till vardet av derivatan av en funktion i en
enda punkt, sa kan du approximera en liten del av dess
graf med ett linjesegment med den efterfragade
lutningen i den punkten.

Om du har en differentialekvation och ett begynnelse-
villkor har du den information som behdvs for att
approximera en liten del av grafen. Om (x0, y0) ar
begynnelsevillkoret kan man approximera ett y-varde y1
pa l6sningskurvan som motsvarar x1 = x0 + Ax. Nu kan
du upprepa denna strategi genom att behandla (x1, y1)
som en ny punkt pa lésningskurvan. Man upprepar
sedan denna process om och om igen.

Begynnelsevillkoret, som visas med en punkt i grafen,
kan dras i koordinatplanet och l6sningskurvan
uppdateras direkt. Man kan ocksa kombinera
I6sningskurvan med att rita den exakta l6sningen.

Vi visar har ett exempel dar vi grafiskt, numeriskt 16ser
differentialekvationen y’ = x + y med begynnelsevillkoret

y(0) = 1. Vivill berdkna vardet for x = 2. Den exakta
[6sningen ar 2e*— x — 1 och f(2) = 11,78. Vi borjar med
steglangden 0,5.

deSolve(y'=.T+y and }’(0)=1,-Ta)’ ] y=2: e'—x-1

|
Men varfor ska man |6sa differentialekvationer

numeriskt om det gar att gora exakt. Svaret ar enkelt.
De flesta differentialekvationer som man stéller upp
for att modellera verkliga forlopp gar inte att [6sa med
exakta metoder. Darfor ar det viktigt att det finns
numeriska verktyg och att man kan anvanda dem.
Euler’'s metod har en enkel algoritm som ar latt att
forsta. Det finns andra kraftfullare metoder men dar
ar algoritmerna mer komplicerade.

Vi visar har i steg hur metoden fungerar for
ekvationen y'=x+y.

Forsta steget:

| startpunkten (0, 1) véljer vi den riktning som ges av
tangenten till I16sningskurvan som gar genom (0, 1).
Detta ger att riktningen blir

y'=0+1=1.
Med steglangden 0,5 kan vi da teckna ekvationen for
rikningskoefficienten

yl -1
=1 som ger att =1,5.
0,5-0 g Y1
Andra steget:

Nu utgar vi fran punkten (0,5, 1,5). Vi far nu

y'=0,5+1,5=2. Vi tecknar ekvationen for

rikningskoefficienten igen

yz _115

—~——=2 somgeratt y, =2,5.
1-05 g Y,

Tredje steget:

Nu utgar vi fran punkten (1, 2,5). Vi far nu

y'=01+2,5=3,5. Vitecknar ekvationen for

rikningskoefficienten igen

y3 _215 _ —_

m—3,5 som ger att y, =4,25.

Pa samma satt kan vi nu ta ett steg till med steg-
langden 0,5 och da far vi vardet 7,125 for x = 2.

Vi far en kurva sammansatt av strackor — en polygon.
Pa nasta sida visar vi hur det ser ut med TI-Nspires

verktyg fér numeriska/grafiska |6sningar.
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I TI-Nspire-dokumentet visar vi férst hur metoden
fungerar i kalkylarket.

- |
Vi visar férst hur \Eulers metod fungerar i ett kalkylarket hos
TI-Nspire. Vi féljer den beskrivhing som finns i lararstédsdokumentet.
De gulmarkerade cellerna &r startvarden och vi ska ta reda pa
y-vardet for x = 2 med steglangden 0.5. | cell ¢1 har vi det forsta
derivatavardet och vi skriver dar in =al1+b1. Med steglangden 0,5 kan
vi nu teckna ett uttryck for riktningskoefficienten:

y1-1
0,5-1
| cell b2 skriver vi alltsa =0.5"c1+b1 ochii cell c2 =al+b2

5]

=1 Viloser ut y1 och far da y1=0,5+1=1,5

Markera sedan cellerna b2 och ¢2 och véljs verktyget 4.Fylla genom
att hégerklicka. Markera sedan den streckade rutan ner till rad 5 och
tryck Enter. Resultatet har du pa nésta sida.
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3.60623..|4.70623...
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8.31983../10.1198...
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.[10.4549...|12.4549...
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Har kan man naturligtvis plotta sina varden i ett sprid-
ningsdiagram om man vill.

Nu over till det speciella verktyget for differential-
ekvationer som finns i appen Grafer.

Man kan mata in flera d.e. och de dops da till y1” y2°
osv. Man skriver da in ekvationen som y1'= x+y1 och
anger begynnelsevillkor i falten nedanfor.

¥l :| <y
eyl (0 .1 )R —
il = Vi har hér férst valt ett
Lo ' plottningsstegpa 0,5 for att visa
i . principen. Vi visar inte riktningsfalt
o har.

Axlar |Standard (x ochy) ~
X (x> Den exakta l6sningen kan vi

e berdkna genom att infoga en ruta

fér matematiskt uttryck och

anvanda verktyget deSolve:

deSUlve(y':Xer and y(O): l,x,y)

i) s > y=2-exfxfl
—
RN =
v bl || _ v[=
¢ [(2.7.125) L
f (x.del.x_01,.
| 0. 1.
} { 0.5 1.5
/(1.5,4.25) 0
/] | [E 2.5
,777741,,2,597777 1.5 4.25
|
i g L\ 2. 7.125
\Llj. I , L)
.5 Jstartvirde 2.5 #UNDEF|L
- X0 eeeeee———
0.|5 1.

Héir har vi en I6sningskurva dér vi anvént stegléngden 0,5.
Efter fyra steq far vi virdet 7,125 for x = 2. Vi har hdr valt
att visa polygonen med heldragna linjer mellan de
beriknade punkterna.

—
Fy X del .y‘l_.zEI
interpolat.
0. 1.

0.5/1.78926...
1.|3.40962..}
1.5|6.39684...

|
l] teglingdr0;01

2.111.6320...
/ 2.5 #UNDEF|]
- X _:|$I
1 11.632035703662

Hdr har vi en I6sningskurva dér vi anvént stegldngden 0,01.
I tabellen visar vi dock inte alla steg utan visar, precis som i
inledningen i problem 1, berdknade véirden fér x=0,5, 1, 1,5
och 2. Efter 200 steg fdr vi vdrdet11,63 for x = 2. Ett betyd-
ligt bdttre vdrde.
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Till slut har vi nu steglangden 0,001. Vi har ocksa
plottat den exakta I6sningen (bla prickning). Vi far
vardet 11,7633 med fyra decimaler.

p - x  |[R20)= Y|det .y1_'|;'
fz(x)ZQ' eX—x+ 2*eMx—x— |interpola
0. 1. 1
l 0.5|1.79744...|11.79661
; 1.(3.43656...(3.43384
f‘ teglanga U001 1.5(6.46337...|6.45666

2.011.7781..|11.7633
2.5|20.8649...| #UNDE
S vi_1 3.(36.1710...| #UNDE

] 3.5(61.7309...| #UNDEL
——— ]

11.778112197861

| problem 4 har vi anvant Runge Kuttas metod. Vi far

vardet 11,77 for x = 2.

vardet 11,77f0rx=2.
— =
v x |DE1.y1 0160:..Y 7

, interpolate(x,de1..
’ 0. 1.
” 0.5| 1.79708985571
|

1.| 3.43501932003| N
1.5 6.45885516762
/ 2. 11.7678212769

2.5 #UNDEF
'_1j ([ ee———
11.767821276858

=

k.

Prova nu nagon annan differentialekvation. Bérja med
nagra fa steg som i detta exempel och ga sedan dver
till mindre steglangd.
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