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Een discreet dynamisch marktmodel

In een vrije markt economie wordt de prijs van een goed bepaald door de vraag en het aanbod.
Bij een hoge prijs zullen veel producenten het goed willen produceren (aanbod groot), maar
slechts weinig consumenten zullen geneigd zijn om het goed aan te schaffen (vraag klein). In
dit geval zal het aanbod groter zijn dan de vraag.

Als de prijs laag is, krijgen we een omgekeerde situatie: het aanbod zal lager zijn dan de vraag
waardoor er een tekort op de markt ontstaat. De prijs waarbij het aanbod en de vraag gelijk

zijn noemt men de evenwichtsprijs, de hoeveelheid heet de evenwichtshoeveelheid.

Bij een statisch model gaat men ervan uit dat de prijs niet evolueert met de tijd. Bij dit model

krijgt men een idee van de “ideale” prijs.

In de realiteit zal de prijs van een goed evolueren met de tijd. Het model dat rekening houdt
met die evolutie heet een dynamisch model. De prijs is dus afthankelijk van de tijd. Wanneer
de tijd als een discrete variabele wordt bekeken, noemen we het model een discreet
dynamisch model. De prijsevolutie wordt dan beschreven door een rij van getallen.

Wordt de prijsevolutie met een continue functie beschreven dan krijgen we een continu

dynamisch model.

Om de prijsevolutie te kunnen beschrijven voeren we de notatie p, in, dit is de prijs na n

tijdseenheden. De beginprijs, huidige prijs (beginterm) wordt voorgesteld door p,. De

beginterm krijgt dus rangnummer O 1.p.v. het gebruikelijke rangnummer 1.

Als de prijs evolueert met de tijd dan zullen ook de gevraagde en de aangeboden

hoeveelheden moeten veranderen, deze worden weergegeven door de variabelen v, en a, .
Voorbeeld:

De vraagfunctie van het dynamisch model wordt gegeven door v, =150-3p ,

de aanbodfunctie door a, =-30+6p,

De vraag wordt bij dit model bepaald door de prijs op hetzelfde ogenblik. Het aanbod

wordt beinvloed door de prijs één tijdseenheid vroeger. Er zit dus een zekere



vertraging op de bepaling van het aanbod. De beslissing om iets te produceren wordt

vaak genomen enige tijd voor de beslissing om het goed op de markt te brengen.

Stel dat de evenwichtsvoorwaarde op elk ogenblik geldt, dan levert dit: a, =v, voor

elke waarde n.

We onderstellen hierbij ook dat de aangeboden hoeveelheid volledig van de hand

gedaan wordt, desnoods tegen een lagere prijs. De beginprijs is vastgelegd op p, =21.

Het doel is om een rij prijzen te berekenen waarvoor de bovenstaand voorwaarden
vervuld zijn.

Berekening van de rij prijzen:

t=0 p,=21

t= 1 po =721 aanbodfunctie a] — 96 — V] vraagfunctie p1 — 18

aanbodfunctie vraagfunctie

(=2 p =]8_umbedtneic y, _gQ_, _ vesghncic , ), _ 94

aanbodfunctie aagfunctie

t=3 p,=24—" o =114=y, —"" p. =12

Om dit te kunnen bereken met de rekenmachine moeten we van de twee
recursievergelijkingen er één maken door gelijkstelling.

a,=v,
-30+6p, ,=150-3p,
180—-6p
_ n-1 __
pn - 3 - 60_2pn—l
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Wanneer we een spinnenwebdiagram maken van de ri1j, krijgen we een beter zicht op
de evolutie van de prijs:
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v, =130-5p,
met p, =25,

Bij een ander discreet dynamisch model
a,=-20+4p, |

wordt p =

150-4
% =30-0,8p, , (gana) en zien we een heel andere prijsevolutie:
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Als we de rij van prijzen beschouwen als de resultaten van een iteratie, dan kan de theorie van
iteratie worden gebruikt om de prijsevolutie te voorspellen.

Zij F(x) het voorschrift van een iteratie x, = F(x, ) met vast punt ot of o = F (),

dan geldt:
e « is een aantrekkend vast punt als ‘F '(a)‘ <1,
e o is een afstotend vast punt als ‘F '(a)‘ >1,

e (is neutraal als ‘F'(a)‘ =1.

 180—-6x

In het eerste voorbeeld is het iteratievoorschrift F (x) = 60— 2x . Het vast punt.is

a =20 , aangezien |F''(20)|=2>1 is dit een afstotend vast punt.
g

150—4x

In het tweede voorbeeld is het iteratievoorschrift F' (x) =30-0,8x. Het vast punt

1S o :?, omdat

F '(53—()]‘ =0,8 <1 is het een aantrekkend vast punt.



Het Leontief input-output model

In 1949 heeft professor Wassily Leontief (Nobelprijswinnaar economie in 1973) de economie
van de Verenigde Staten van Amerika verdeeld in 500 sectoren. Voor elke sector noteerde hij
een lineaire vergelijking die beschreef hoe de output van die sector werd verdeeld over de
andere sectoren. Het resulterende stelsel van 500 lineaire vergelijkingen in 500 onbekenden
kon met computers van die generatie niet worden opgelost, daarom reduceerde hij het
probleem tot een stelsel van 42 vergelijkingen in 42 onbekenden. Het duurde verschillende
maanden om de Mark II computer voor dit kleinere stelsel te programmeren, tenslotte had de
computer nog 56 uur nodig om het stelsel op te lossen...

Het gesloten Leontief input-output model
In het gesloten model wordt de output van n sectoren volledig verdeeld over deze sectoren.

Voorbeeld 1

Beschouw een eenvoudige gesloten economie met slechts twee sectoren: landbouw en
industrie. Jaarlijks is er voor elke euro output (inkomst) landbouwproductie als input (uitgave)
1/4 euro landbouwproductie en 3/4 euro industrieproductie nodig.

Voor elke euro output industrieproductie is er als input 1/2 euro landbouwproductie en 1/2
euro industrieproductie nodig.

Het is nu belangrijk om na te gaan wanneer dit systeem “statisch” of “in evenwicht” is: welke
prijs moet elke sector jaarlijks vragen voor zijn totale output zodat voor elke sector de totale

1/4 1/2
[V [V
Landbouw H2 Industrie

inkomsten gelijk zijn aan de totale uitgaven?

Output Landbouw Industrie
Input € x; €x;
Landbouw 0,25 x; 0,5 x;,
Industrie 0,75 x; 0,5 x;




Als de landbouw de prijs van x, euro vraagt voor zijn totale output en de industrie x, euro,

levert dit het volgende stelsel:

{xl =0,25x,+0,5x,

of X=4X met X = Hi en A=
x, =0,75x, +0,5x,

X,

0,25 0,5
0,75 0,5

Hierbij is X de prijsvector en 4 de input-output matrix. De som van de elementen in elke
kolom van 4 is 1. Dit is steeds zo voor een gesloten systeem.

Het stelsel X = AX is equivalent met X — 4AX =0 of met het homogene stelsel (l —A)X =0
Rijherleiden levert
-0,75 0,5 0 -0,75 0,5 0 1 -2/3 0
0,75 -0,5 0 0 0 O 0O 0 O
=2 2 2
zodat 4773 of x =" |=s|3 |=k| 7| met keR.
X, =5 X, 1 3
In deze context worden echter enkel positieve waarden van k toegelaten, bv. £k =10" levert

een evenwichtssituatie waarbij de landbouwsector voor 20 miljoen euro produceert en de
industriesector voor 30 miljoen euro.

Voorbeeld 2

Beschouw het volgende gesloten economisch systeem met 3 sectoren: steenkool, elektriciteit
en staal.

Verdeling van de output van:
Steenkool Elektriciteit Staal Input aangeschaft door:
0 0.4 0,6 Steenkool
0,6 0,1 0,2 Elektriciteit
0.4 0,5 0,2 Staal

De tweede r1j laat zien dat elektriciteit respectievelijk 60%, 10% en 20% aanschaft (betaalt)
van de output van steenkool, elektriciteit en staal.

De eerste kolom laat zien dat de 60% van de output van steenkool naar elektriciteit gaat en
40% naar staal.



Voor evenwicht moet gelden (/ —4) X =0 waarbij X =| x,

X, 0 04 0,6
en A=/0,6 0,1 0,2
X, 0,4 0,5 0,2
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Stelling

Als A een input-output matrix is waarvoor er een natuurlijk getal m bestaat zodat alle
elementen van A™ strikt positief zijn, dan kan elke oplossing van het stelsel (I — A) X=0

geschreven worden als een veelvoud van een vector met strikt positieve getallen.

Het open Leontief input-output model

In tegenstelling tot het gesloten model, waarbij de outputs van n sectoren worden verdeeld
over deze n sectoren, probeert het open model ook te voldoen aan de vraag van andere
sectoren. Fracties van de outputs kunnen nog gaan naar de n sectoren zelf, om deze in
werking te houden, maar er moet een overschot aan productie zijn om te kunnen voldoen aan
de vraag van buitenaf. In het gesloten model ligt de verdeling van de outputs van de sectoren
vast en wordt er gezocht naar prijzen voor de outputs zodat er een evenwichtssituatie optreedt
(inkomsten = uitgaven). In het open model liggen de prijzen van goederen en diensten vast en
worden de hoeveelheden van de outputs gezocht die nodig zijn om aan de vraag van buitenaf
te voldoen. Alle eenheden van input en output worden wel uitgedrukt in geldwaarde (bv. 1000
euro) 1.p.v. in hoeveelheden zoals ton.

Voorbeeld 3
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Beschouw de volgende tabel:

Geconsumeerd per eenheid van output van:

Industrie Landbouw Diensten Input aangeschaft door:
0,5 0.4 0,2 Industrie
0,2 0,3 0,1 Landbouw
0,1 0,1 0,3 Diensten

Als bv. de landbouw beslist om 200 eenheden (in geldwaarde) te produceren dan wordt

0,4 80
hiervan 200| 0,3 |=| 60 | geconsumeerd van binnenuit: 80 eenheden door de industrie, 60
0,1 20

eenheden door landbouw en 20 eenheden door diensten.

7ij x,,x,,x; het aantal eenheden (in geldwaarde) van de totale output van respectievelijk de

industrie, landbouw en diensten. De totale vraagvector van binnenuit wordt dan gegeven door

0,5 0,4 0,2 0,5 0,4 0,2|]x
x(0,2[+x,]0,3|+x,]0,1]|={0,2 0,3 0,1]|-|x, |=CX
0,1 0,1 0,3 0,1 0,1 0,3|]x,
0,5 0,4 0,2 X,
met C=[0,2 0,3 0,1| deconsumptiematrix en X =| x, | de productievector.
0,1 0,1 0,3 X3

Stel dat er van buitenaf 50 eenheden industrie, 30 eenheden landbouw en 20 eenheden van
50

diensten wordt gevraagd, dan wordt de vraagvector V' =| 30 |.
20

De vergelijking X = CX +V zoekt naar die productievector X die aan de totale vraag van
binnenuit het systeem en van buitenaf voldoet, zonder overschot of tekort aan productie.

Deze vergelijking is equivalent met (/—C)X =V . Als de vierkante matrix (/- C)
inverteerbaar is, dan vinden we als unieke oplossing X = (I -C )_l V.

Als bovendien alle elementen van (I -C )_l positief zijn, dan zijn de elementen van X ook

positief en is deze productievector economisch realiseerbaar. Als de som van de elementen in
elke kolom van de consumptiematrix C strikt kleiner is dan 1, dan kan men aantonen dat alle

elementen van (I -C )_l positief zijn. Dit is ook zo als de som van de elementen in elke rij van
C strikt kleiner is dan 1.

We berekenen nu de productievector voor voorbeeld 3:
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Om aan de totale vraag te voldoen moet de industrie dus (afgerond) 226 eenheden produceren,
de landbouw 119 eenheden en diensten 78 eenheden.

Oefening

Beschouw het productiemodel X = CX +J voor een economie van twee sectoren met

. : 0 0,5 50
consumptiematrix C = 0.6 0.2 en vraagvector V = 30!

a) Bepaal de productievector X die nodig is om aan de totale vraag te voldoen.

1
b) Bepaal de productievector X, voor de vraagvector V, = LJ
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c) Bepaal de productievector X, voor de vraagvector V, = {30]

51 50 1
d) Gebruik {30} = {30} + LJ om het verband tussen de antwoorden van (b) en (c) aan te

tonen.

e) Wat is de economische betekenis van de elementen (kolom per kolom) in de matrix

(1-C)"2

Antwoorden:
. 110 Lo [Le 1
X=(1-C)'v= t(I-C) = .
2 (1=C) Lzo} met(/=C) L,z 2}
b) X, = L6
L2
. 111,6
R U
d) Aangezien V, =V +V, geldt
X,=(I1-C)'V,=(1-C) ' (V+¥)=(1-C) ' V+(I-C) V=X + X,

e) De eerste kolom van (I -C )_l toont de toenames van de productie in de twee sectoren

die nodig is als de vraag voor de eerste sector van buitenaf met één eenheid toeneemt.

Analoog voor de tweede kolom van (7 — C)_l .
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Verdubbelingstijd

Stel dat je een bedrag uitzet aan samengestelde intrest tegen p % per jaar. Wanneer zal dat

bedrag verdubbeld zijn?

Een startkapitaal Ky levert na ¢ jaar het kapitaal K = K (1+0,01 p)t

Het kapitaal is verdubbeld als 2K = K (1+0,01 p)t , de bijbehorende verdubbelingstijd ¢

voldoet aan 2 = (1+ 0,0lp)t )

We starten met een grafische aanpak, zonder gebruik van algebra en analyse.

Construeer de grafieken van y =(1+0,01p)" voor p=2 ;3;4;6en8.

Via de snijpunten van deze grafieken met de rechte y = 2 vindt men de corresponderende

verdubbelingstijden zonder algebra:

T184 Plus C TI-Nspire CX CAS
- - . o £3(x]=1.04*

JPott Ptz Plots v
BNY1B(1+.02)% oo
..................................................... {9.01,2] /
E\Y2B(1+.03)" (sl (42— 132]
I\Y3B(1+,84)" P
\y4B((1+.06)% "
E\YsB(1+.08)%

\YsH2 - =
NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAM MP n

’W

Afgerond op één jaar lezen we de volgende verdubbelingstijden af:
p 2 3 4 6 8
! 35 23 18 12 9
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Als men de resultaten aandachtig bekijkt valt op dat 4x18=6x12=8x9 =72 en dat

2x35="70, 3x23=69 gelegen is in de buurt van 72.

Omdat 72 een getal is met veel delers nemen we als vuistregel voor de verdubbelingstijd:

t

_72
p

Toegepast op p =35 geeft dit t =14,4, de correcte waarde is afgerond 14,2 jaar.

Voor p =12 geeft de vuistregel 6 jaar, de werkelijkheid is 6,1 jaar. We laten het percentage p

nu toenemen in stappen van 0,1 en bewaren telkens de bijbehorende verdubbelingstijd ¢

dynamisch in een lijst. Vervolgens vergelijken we de grafiek van de puntenwolk van data

. 2 o
( p,-,t,-) met de grafiek van de vuistregel ¢ = 7—, de benadering is prima!

TI-Nspire CX CAS
P7.86 ¥ g 150 1 ¥
f1{x)={1+0.01- p/*
7 \“percentage,verdubbeltijd)
L [ 46.6,2) )=,
0105 250
1 p=15
B 30x) 72
=
-5.59 3 15. B
.-percentage .verdubbeltijd .prod D H o
=capture('p,1) =capture(tijd.1)|='percentq
6.5 11.0067 71.5438
6.6 10.8451 71.5777
6.7 10.6883 71.6117
6.8 10.5361 71.6456
v 10 ")
prod:='percentage- 'verdubbeltijd 4| FL.5 0. 17:62]
TI-84 Plus C

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP
CALC INTERSECT
Y1=(1+.82)"(X)

n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n
CALC INTERSECT

| fplr

) )
First curue? Second curye?
K=zt ¥=1.640606 1=25.909091
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{X2=>L1
e &30 2 @02788783

auament (L1, {X3)>L1
{35.00278878 23.44977225}
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{35.00278878}

{X}=>L1
{35,00278878}

ausment(Li1. {X3)>L1
{35.00278878 23.449772253}
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£35.00278878 23.44977225 » | | .. _ e
auament (L1, {X3)3L1
{35.00278878 23.44977223 ).
auament (L1, {X3)2L1
{30.00278878 23.44977223..).
L2¢6)=
0 0 0 1 1 FLOAT AUTO REAL RADIAN MP []
L1 Ls Ly Ls 3 Ls Ls 3
LR Tk A e [ [—— 35.003 | 2 006 [
2345 |3 2345 |3 3
17.673 | 4 17.673 | 4 70.692
11.896 | 6 11.896 | 6 71.374
9.0065 | 8 9.0065 | 8 72.052
Ls="L 1%L 20 Lx(1=70. 005577562276
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EDIT TESTS
fH1-var Stats Xlist:L:z
2:2-Var Stats ¥list:ilL1
3:Med-Med FreaList:
4:LinReg(ax+b) Store RegEQ:Ys
5:QuadReg Calculate
6:CubicReg
7iQuartRea
8:LinRegal(a+bx)
9l nReo
NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n
g=axx"b
a=68.85336995
= =-.9793167352

We gaan op zoek naar een verklaring van de vuistregel met algebra en analyse.

Oplossen van de vergelijking 2 = (1+0, Olp)t naar ¢ levert In2=17-In(1+0,01p), zodat

‘e In2
In(1+0,01p)

Stel f (x) = ln(l + x) , de grafiek van f gaat door de oorsprong en voor x dicht bij nul kunnen

we de grafiek van f'benaderen door de raaklijn aan de kromme in de oorsprong.

Nuis f'(x)= I:x zodat f'(0)=1, de vergelijking van de raaklijn is bijgevolg y = x.

Er geldt dus dat ln(l+x) ~x als x=0.

In2 N In2 ~69,3

Aangezien 0,01p =0 vinden we voor de verdubbelingstijd 7 = ~ ~
In(1+0,01p) 0,01p  p
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TI-Nspire CX CAS
solve(2=[1+.\')t,f) L = %]\ —
- 111[.,\'+ 1‘)
; 2 59 g
taylor(ln\\lﬂ'),.\',#l) Bg il
2 3 4
nf2) » 0.693147
444 Ty i
i
f-ll:.\':l=111\:1+.r:l
0.5 1 %
0.6 0.2 5.39
2.22

Omdat 69,3 delen door een getal niet geschikt is voor hoofdrekenen, vervangen we als
vuistregel 69,3 door 72. Hierdoor wordt de teller van de breuk vergroot, dit wordt enigszins
gecompenseerd door het feit dat de noemer ook wordt vergroot (zie grafiek).

Aangezien 69 en 70 minder delers hebben dan 72, gaat onze voorkeur naar 72.

. . 2 . o
Als oefening kun je nagaan dat ¢ = 72 ook een benaderende waarde is voor de halveringstijd
P

als een goed (geld, radioactiviteit, populatie van een bepaalde diersoort, hoeveelheid hout) elk

jaar met p % vermindert.
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Ontvangsten en winst

Totale ontvangsten (revenu)
Van een goed worden g eenheden verkocht tegen een prijs p (per eenheid), dan worden de
totale ontvangsten R als volgt berekend:

R(q)=p-q

Als de prijs p constant blijft, spreekt men in de economie van een competitieve situatie.

Grafisch wordt dit een halfrechte door de oorsprong (¢ >0).

In een monopolie situatie wordt de prijs van het goed bepaald aan de hand van de vraag naar
het goed. Zo worden de totale ontvangsten gegeven door:

R(q)=p.(q9)-q

Stel dat er geldt: g, =4— pzodat p, =4—q, dan levert dit R(q)=(4-q)q=49—q".

Gemiddelde en marginale ontvangsten
Naar analogie met kostenfunctie, gemiddelde kostenfunctie en marginale kostenfunctie,
krijgen we hier gelijkaardige definities:

R(q

e (Gemiddelde ontvangsten: AR (q) =———= (4 staat voor “average” of gemiddelde)

q
. dR q)
e Marginale ontvangsten: MR(q)= —
q

N—"

Zo0 worden deze in het voorbeeld:

. AR(q):4q;q —4—g
. MR(q):d];(qq):4—2q
Winst

De winstfunctie 7 wordt gedefinieerd als W (¢)=R(q)—C(q) (de totale ontvangsten

verminderd met de totale kosten).
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Eigenschap:

In het algemeen treden er extrema op in de winstfunctie bij een hoeveelheid
waarvoor de marginale ontvangsten en de marginale kosten aan elkaar gelijk zin.

Inderdaad:
(B) _, dR(B) _dC(p)

dq dq dq
Hieruit volgt onmiddellijk dat MR()=MC(p).

Een extremum in de winstfunctie betekent dat

Grafische betekenis:

Voor die waarde B is de raaklijn in ( B,R ( Jij )) aan de ontvangstengrafiek R(g)
evenwijdig met de raaklijn in ( B.C( ﬁ)) aan de kostengrafiek C(q).
Voorbeeld:

Beschouw de volgende situatie:

C(q) =g —59¢° +1315¢ + 2000
R(q) =1000g — 24"

Oplossing:
W(q)=R(q)-C(q)

= (1000 —24% ) - (¢’ =594 +1315¢ +2000)
=—q’ +57¢° —315¢—2000
dw (q) d’

=-3¢° +114g—-315 A Vf =—6g+114
dg dq

waaruit volgt:

2
‘;;f(3)=—18+114>0
dW(q) _ 0 voor g € {3,35} met voor ¢ =3 — minimum
dq d’w

(35)=-210+114<0

2

dq

voor ¢ =35 — maximum

Controle voor ¢ =3 (ga dit ook na voor g =35)
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, dC(3) ,
=3¢>-118¢+1315 > —2=3.32-118-3+1315=988
dq dq

dR(3)
=1000—4g > ———==1000—-4-3 =988
dg dg

De richtingscoéfficiénten zijn gelijk, de raaklijnen zijn dus evenwijdig.

TI-84 Plus C
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Kostenfuncties

Totale kostenfunctie
Een totale kostenfunctie C beschrijft het verband tussen een hoeveelheid ¢ van een bepaald

goed en de kostprijs van die hoeveelheid van het goed: C (q) .

Deze kan worden opgesplitst in een vaste kostenfunctie F'C en een variabele kostenfunctie V'C

met VC(q)=q-V(q), waarbij V' de variabele kostenfunctie is om een eenheid van het goed te

produceren.

Zo hebben we bijvoorbeeld een lineaire kostenfunctie: C(g)=a-q+b (a,beR), hierbij is
FC=benV(q)=a.

In de realiteit heeft een kostenfunctie een verloop zoals in de onderstaande figuur:

A
C

qo
Het verloop van de functie is eerst degressief (vertraagd) stijgend tot een bepaalde
hoeveelheid gy en wordt daarna progressief (versneld) stijgend voor grotere waarden van q.
Wat zijn voldoende voorwaarden voor degressief en progressief stijgen?

d*C
dq’

d*C

2

e Degressief stijgen: CZZ—C >0 <0 voor 0<g<gq,
q

e Progressief stijgen: CZZ—C >0 >0 voor g >gq,.
q

De waarde ¢y is dan een buigpunt van de kostenfunctie.
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Gemiddelde en marginale kosten

. 3 » ~C(q)
De gemiddelde kosten zijn per definitie AC (q) =—.

q

De marginale kosten zijn in de economie de kosten die men moet maken om één eenheid van
een goed meer te produceren. Dit wordt dan

1)- Aq)—
Cg+1)-C(q)=Slr)=Cla) _Cla+8a)=Cla) oy p, ;.
1 Aq
Als benadering van dit differentiequotiént wordt in de economie

dC(q) i C(g+Aq)-C(q)

gebruikt.
dq Ag—0 Aq
Dit is verantwoord als het verloop van de functie niet sterk wijzigt.
dC
De (ogenblikkelijke) marginale kosten MC (q) = d—(q) worden in de economie gebruikt als
q

een benadering voor AC = C(g+1)—C(q), als overgang van een discreet naar een continu

model.

Voorbeeld:

Gegeven de kostenfunctie: C(q)=¢" —64° +13q+2

Dan is AC(q):%q):qz—6q+l3+§ en MC(q):dC;l—((]q):3q2—l2q+l3.
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Vergelijk met C(q+l) —C(q) =3¢>-9g+8.

Merk op dat th(q+l)—C(q) =1.

g MC(q)

Grafisch 1s de marginale kost voor een hoeveelheid ¢y de richtingscoéfficiént van de raaklijn
aan de kostenfunctie in het punt (qo, C(q, )) .

De gemiddelde kost voor een hoeveelheid gy is de richtingscoéfficiént van de rechte door de
oorsprong en het punt (qo, C(q, )) .

Inderdaad, twee punten van de rechte zijn (qo, C(q, )) en(0,0), dan is de richtingscoéfficiént
mdj C(g,)-0 _ C(4)

= AC(q ) .
q,—0 9 ’
TI-84 Plus C
Plotl Plot2 Plot3 WINDOW
\Y180x°-6x*+13%+2) / (X20) Xmin=H1
m\Y2B(x2-6x+13+2/x) s(x20) | | gnAXTI2-2
INY3B(3X5-12X+13) /(X20) Vi = =1
..................................................... Ymax=25
ENY4= ¥scl=5
ENYs= Xres=1
INY5= ak=.a5
ENY 7= TraceStep=.1

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n

b

,c__
1l =|f
Hra

000091K+9,999995

26



Y3=(3X2-12K+13)/(X20)

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n

Y2=(X2-bR+13+2/K)/(K20)

=2

Y¥=6

Buigpunt van de kostenfunctie bij een minimum van de marginale kostenfunctie

c(q):=q 3—6- q2+13- g+2lg=0

d%(c(‘?)) {3"-?2-12'q+13,q>0
’”C(Q')I={3'q2—12-q+13‘q>0 Gereed
( )'_c(q) Gereed
aclg).=——
q
k-~

ol <]

Eigenschap 1:

Als een differentieerbare gemiddelde kostenfunctie AC (q) een extreme waarde bereikt voor

g = B, dan zijn de gemiddelde kosten en de marginale kosten voor ¢ = f gelijk aan elkaar.

AC bereikt een extremum in 8 = AC()=MC(f)

Inderdaad:
dC(q)

-C
dAC(Q):i[C(Q)]: aq =Y
dg  dql ¢ q

dAC(q) dC(q)
=0 -C =0
dg < dg 1 (q)
dC(q) _C(q)
dq q
<:>MC(q):AC(q)
2
Als df;#z(ﬁ)>0’ dan is AC(f3)een lokaal minimum.
q
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d’C(B)

d*AC 2
Na wat rekenwerk vinden we dat (ﬁ) = dq >0.

dg’ B

d*C(B)
dq’

In de praktijk betekent dit dat >0 want > 0 (een hoeveelheid).

Eigenschap 2:

Als de kostenfunctie degressief stijgt tot een hoeveelheid gy en daarna progressief stijgt (de
kostenfunctie heeft dan een buigpunt voor g = g, ), zal de gemiddelde kostenfunctie AC
minimaal worden voor een waarde 3 groter dan ¢,. Grafisch betekent dit dat de raaklijn in het
punt ( B,C ( ﬁ)) aan de grafiek van de kostenfunctie door de oorsprong gaat (bewijs dit zelf).

Voorbeeld:

Beschouw als kostenfunctie: C(q)=¢q’ —4q”> —12q + 64, dan is

C
e de gemiddelde kostenfunctie: AC(q)= (;q) =q° —4q-12 &
q

q
e de marginale kostenfunctie: MC(q)=3¢>—8q—12.

Een extreme waarde voor de gemiddelde kostenfunctie AC vinden we door de volgende

o dAC(q) 64 s a s o
vergelijking op te lossen: 2 =2q-4-—=0 of ¢ —2¢" —32=0. Deze vergelijking
q q

heeft als enige re€le oplossing g =4.

d*AC d*AC (4
Omdat (q) =2+ 128 is ( ) =2 +1j—38 > 0 bereikt de gemiddelde kostenfunctie

dg’ q’ dq’
AC bereikt een minimum voor g =4. Gana dat AC(4)=MC(4).
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Consumenten- en producentensurplus

Een vraagfunctie geeft aan welke prijzen de consumenten willen betalen voor verschillende
hoeveelheden van een goed.

Een aanbodfunctie geeft aan welke prijzen overeenkomen met de aangeboden, geproduceerde
hoeveelheden van een goed.

Gegeven:

Een vraagfunctie p = p,(g) en een aanbodfunctic p = p,(q), met g de hoeveelheid.

Stel dat het marktevenwicht ontstaat bij de waarden (Q,,F,).

Een consument, die een hogere prijs dan Py wil betalen voor g < 0, om een goed te
verwerven, behaalt een voordeel omdat hij minder dan de vraagprijs p, (qo ) betaalt. Dit

voordeelgebied wordt weergegeven door het gearceerde gebied in de onderstaande figuur. Dit
wordt het consumentensurplus genoemd.

PA

Pa(q)

Pul(q)

BN

Qo

Dit wordt berekend door:

" (p.()-R)dg =" p.(a)da~ RO,

0
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Een producent die bereid is om een goed tegen een lagere prijs dan Py te verkopen voor
q < Q,, behaalt ook een voordeel omdat hij meer krijgt dan de aanbodprijs p, (qo) . Dit

voordeelgebied wordt weergegeven door het gearceerde gebied in de onderstaande figuur. Dit
definieert men als het producentensurplus.

A

DPa(q)

Du(q)

BN

Qo

Dit wordt berekend door:

[ (R-p.(4))da=R0,~[ " p.(4)dq

Voorbeeld:
Vraagfunctie: p, =77-¢°
Aanbodfunctie: p, =5+¢°
Oplossing:
Het marktevenwicht wordt verkregen als:
p,=p, T-¢"=5+q¢" = ¢* =36 g6 vq=06
R, =77-36=41

Het marktevenwicht wordt bereikt voor (6,41).
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Het consumentensurplus wordt:

6 2 q3 ‘
j0(77—q )dq—6-41:{77q—?l—246

=144

En het producentensurplus:
] 36
6-41-['(5+4")dg = 246{5(] +‘ﬂ

0

— 144
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*consumente..lus — !j'ln
pg)=77-¢%g20
palg):=5+g7lg20
\
k

f2 (\] =pa(r_]

fl (\) =pv(x)

Voorbeeld:

Gegeven:
De vraagfunctie wordt gegeven door p, (¢)=42-5¢-¢".
Gevraagd:

Bereken het consumentensurplus bij de evenwichtsprijs £, =6;



Oplossing:

Bepaal eerst de evenwichtshoeveelheid horend bij de evenwichtsprijs.

P=6<6=42-5¢-q"
& —q° -5¢+36=0
&g +5¢-36=0

Sg=4 v =<9

Het evenwichtspunt wordt gegeven door (4,6).

Het consumentensurplus wordt dan:
4 _ 4 _ 2 _
[ p.(q)dq—4-6=[ (42-5q—g")dq—24

2 N
=|42g-5L -9 | _24
2 3

0
28
3

Opgaven:

1. Gegeven een vraagfunctie p, (q) =45-0.5¢g . Bepaal het consumentensurplus waarbij

het evenwichtspunt (25;32,5) is.

2. Gegeven een vraagfunctie p,(g)=25-¢" en een aanbodfunctie p,(q)=2g+1.

Bepaal het consumentensurplus en het producentensurplus.

3. Analoge vraag maar voor een vraagfunctie p, (q) =113—¢4" en een aanbodfunctie

r.(9)=(a+1)"

4. In een monopoliepositie wordt de hoeveelheid die wordt verkocht en de prijs van het

goed bepaald door de vraagfunctie. De vraagfunctie voor maximale winst is

p,(q)=274-g* en de marginale kostenfunctie is MC(q)=4+3q.

Bepaal het consumentensurplus.
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Marginale en totaalfuncties (integralen)

Van een goed worden g eenheden verkocht. De totale ontvangstfunctie R (q) , de totale

kostenfunctie C(q) , de totale winstfunctie # (g), ... kunnen worden berekend uit de

bijhorende marginale functies door integratie. Bijvoorbeeld:

def. dC(

MC(q)= i

= [MC(q)dg=C(q)+c

Voorbeelden:

1 Een firma heeft berekend dat de meerkost om de productie met een eenheid te verhogen
gelijk is aan ¢° —2¢ +4 . Stel daarbij dat de vaste kosten 100 bedragen.

Bepaal de totale kostenfunctie.
Oplossing:

MC(q):q2 —-2q+4 (qZO)
dan wordt

szC(q)dq :I(qz —2q+4)dq

3

:q?—q2+4q+c

De vaste kosten bedragen 100. Deze kosten gelden ook indien er geen productie is.
Vandaar: C(0)=100 of ¢=100 .

Besluit:

De totale kostenfunctie wordt gegeven door de uitdrukking:
3

C(q):q?—qz +4g+100 (g>0)

2 Wat is de meerkost als de productie van 10 eenheden op 45 eenheden wordt gebracht?

Oplossing:

9> dC(q) 9>
algemeen geldt dat J.d—qdq =C(q,)-C(q,) of IMC(q)dq =C(¢,)-C(q,)
4

. B 7 ”
De gevraagde meerkost is dus LO (q -2q +4) dg = ?—q +4q | =28256,7.

10
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3 Een onderneming heeft de volgende marginale ontvangstfunctie en marginale

kostenfunctie:
MR(q)=34-3q (¢20) en MC(q)=q’-10g+26 (¢=0)

Bepaal de vaste kosten zodat de maximale winst gelijk is aan nul.

Oplossing:

R(q)=[(34-3q)dq

3q2
=34g-—"—+c¢
1 2

W(q)=R(q)-C(g) met R(0)=0=R(q)= 34q—3%

I(gz —10q+26 dq
3

_4 04 +26q +c
302

¢ = vaste kosten

W(q)= (]3 +7q2 +8g—c (¢=0)

De winst moet maximaal zijn:

dw
d—(‘])=0@—q2+7q+8=0@q=8v><
q
W (8) - )
en = =-2-84+7<0, de extreme waarde van de winst is wel degelijk een
q
maximum.

De maximale winst moet nul zijn:

_Q3 Q2
W(8)=78+7 8 +8-8—c=020datc=%z117,33.

Antwoord: als de vaste kosten 117,33 bedragen, dan is de maximale winst nul.

W (q)

dq

Interpretatie: het tekenverloop van laat zien dat het lokale maximum ook een

globaal maximum is; de onderneming realiseert nooit winst vanaf dergelijke hoge

vaste kosten.
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Marginaliteit en elasticiteit

In de economie worden twee grootheden gebruikt om de toename van de onathankelijke en
athankelijke veranderlijke te vergelijken. De marginaliteit vergelijkt de absolute toenames

. . ) A
L , de elasticiteit vergelijkt twee procentuele of relatieve toenames iy .
Ax Ax/x

Marginaliteit

De marginale kost is het bedrag waarmee de kosten van een bedrijf toenemen als de productie
met 1 eenheid toeneemt.

Als de kosten met €1500 stijgen door een bijkomende productie van 100 eenheden, dan is de
marginale kost €15. Omdat de toename van de kosten echter niet altijd evenredig is met de

. . ) AC
toename van de productie is het beter te spreken van een gemiddelde marginale kost (A—],
q

het is mogelijk dat de kosten meer dan evenredig stijgen met de productie. Het is mogelijk dat
om één product meer te maken men een extra arbeider moet aannemen, of een grotere
vrachtwagen moet kopen om de goederen te vervoeren, of de werkplaats moet uitbreiden.

Stel dat de totale kost voor de productie van g eenheden gegeven wordt door:
C:7(9—6q+q2) (q>3).

Als g met Ag toeneemt , dan neemt C toe met
AC = 7(9—6(q+Aq)+(q+Aq)2 —(9—6q+q2))

=7(Aq* +(29-6)Aq)

De gemiddelde marginale kost is dan
AC
—=7(Ag+2g—-06
ng ~(Aa+29-0)
Als men de toename Ag tot nul laat naderen verkrijgen we de afgeleide functie en spreekt
men van de ogenblikkelijke marginale kost:
_dC(q) AC

i :AI;IE)A—q:7(2q—6).

MC(q)

De ogenblikkelijke marginale kost voor g =4 is MC (4) =7 (8 — 6) =14, anderzijds is

C(5)-C(4) =21 en dat is niet gelijk aan 14.
Wat is hier aan de hand? De definitie van marginale kost C(g+1)—C(g) van waaruit we

vertrokken zijn is dus niet hetzelfde als de ogenblikkelijke marginale kost MC (q) .
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Als we grotere waarden geven aan g, bv. ¢ =50, dan vinden we C(51)—C(50)=665 en
MC(50)=7-94=658.

Vanwaar dit verschil? Door het feit dat de ogenblikkelijke marginale kost een afgeleide is,
grafisch de richtingscoéfficiént van de raaklijn aan de grafiek van C (q) , berekenen we
eigenlijk de toename langs de raaklijn (bij een horizontale toename Ag =1) en die is meestal
verschillend met de toename langs de kromme (tenzij de kostenfunctie C (q) een

eerstegraadsfunctie is).
Voor grote waarden van g speelt het verschil in de economie geen rol. Vergeleken met g =50

is Ag =1 “klein” en een “fout” van 7 niet belangrijk op een bedrag C(50)=15463. Voor een
kleine g =4 is Ag =1 “groot” en daar is een afwijking 7 belangrijk t.o.v. C(4)=7.

Elasticiteit
De elasticiteit vertrekt van relatieve veranderingen i.p.v. absolute.
Stel dat de vraag ¢ naar een goed in functie van de prijs p gegeven wordt door:

0=7(9-6p+p°) (0<p<3).

Als de prijs toeneemt van 2 naar 2,5 dan is dan is de vraagverandering

AQ=0(2,5)-0(2)=-5,25.

. . ) A -5,2
De gemiddelde vraagverandering over het interval [2 ; 2,5] is dan A_Q = % =-10,5.
\D )

De graad van vraagverandering bij een prijsniveau 2 (marginale vraag) is MQ(2)=-14

d
aangezien MQ(p)= ip) =7(2p-6).
dp
. . . . AQ 5,25
De relatieve verandering van de vraag over het interval [2 ; 2,5] is @ = Z =-0,75,
. o . Ap 0,5
deze wordt veroorzaakt door een relatieve verandering in de prijs van — = 5" 0,25.

Een prijsverhoging van 25% brengt een vraagvermindering van 75% met zich mee. De
vraagverandering (gevolg) is sterker dan de prijsverandering (oorzaak). Men zegt dat de vraag
prijselastisch 1s.

De verhouding van beide relatieve veranderingen noemt men de boogelasticiteit van de vraag

— (A A —
over het prijsinterval: ¢, = (?Q]/ [_p] = 00’2755 =-3.
p )
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De limietwaarde van de boogelasticiteit als Ap — 0 noemt men de prijselasticiteit van de

et ) )2 52

—E.QZ p .7(2p_6):2p(p_3) 2p

Voor ons voorbeeld wordt ¢ = =
o () 0 dp 7(9-6p+p’)

(p_3)2 _p_3a

zodat &, (2)=—4.

Definities

Als ‘gQ ( p)‘ >1 dan is de vraag elastisch in p.
Als ‘gQ ( p)‘ <1 dan is de vraag inelastisch in p.

Als ‘eQ ( p)‘ =0 dan is de vraag volkomen inelastisch in p.

Voorbeelden

— Het aantal kilometers dat men rijdt met de wagen zal sterk dalen met de prijs van de
benzine (elastisch).

— De hoeveelheid brood die in een gezin gegeten wordt zal niet sterk verminderen als
het brood opslaat (inelastisch).

— De hoeveelheid zout die men verbruikt in een gezin zal niet veranderen omdat het zout
in prijs stijgt, de prijsstijging heeft geen enkele invloed op het verbruik van zout

(volkomen inelastisch).

We bepalen nu voor ons voorbeeld Q =7 (9 —6p+ pz) (0 < p<3) het interval voor p

o . . 2 o
waarvoor de vraag elastisch is. Omdat binnen het domein, &, ( p) =L eker negatief is,

p-3

2p

worden de gevraagde p-waarden gevonden door oplossing van de ongelijkheid <-1

2p+p=3 g op 3273
p-3 p-3
De nulpunten van de teller en noemer zijn 1 en 3. Het eerste lid van de ongelijkheid is

negatief tussen deze nulpunten, de vraag is dus elastisch voor 1< p <3.

of <0.
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Flotl FPlot2 Plots
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WINDOW

Amin=-1

Xmax=5

Xscl=1

¥min=-3

¥Ymax=1

¥scl=.5

Xres=1

alk=. Q2272727272727
TraceStep=.04545454545454
CALC INTERSECT

¥2="1

~

b

" X
Intersection
®=1 =1
TI-Nspire CX CAS
*elasticiteit —
: x|
1 1 2
. l<p<3
solve( p_—3 >1,p)|0<p<3 (1 1) fz(,v)= ,
‘ 2
!'1(1‘)={ —— 0<x<3
x=3
Opmerkingen

1. VOOI‘Q=7(9—6p+p2) (0<p<3) is 8Q(2):—4,

Voor Q=7(20—6p+p2) (0< p<3) is &,(2)=-1/3 (reken dit na).

Voor beide situaties is MO(p)

is dus niet het geschikte instrument om relatieve veranderingen van twee variabelen te

meten.

_d9(p)
dp

7(2p—6) en MQ(2)=—-14. Marginaliteit




. [A A A A .
2. Uit g,(p)=lim A9 /| 22| volgt g(p)= A9 /| 22| als Ap Klein is,
w00 )\ p Q)\p
A A e . . .
zodat 5Q ~e,(p)- (_p] als Ap klein is. Bij een relatieve verandering van p gelijk
P
aan 1% (oorzaak) is de relatieve verandering van Q ongeveer gelijk aan ¢, ( p) %
(gevolg).
Opgaven:
1 Bereken de elasticiteitsfunctie voor 0= p" (p>0).
2 Bereken de elasticiteitsfunctie voor 0=b-¢"? (p>0).
3 Bewijs dat de elasticiteit van een product van twee functies gelijk is aan de som van de
elasticiteiten van beide functies.
. . . . 5
4 De vraagfunctie voor isolatiemateriaal wordt gegeven door Q = ﬁ ( p> 0) ,
1-3p
met p in euro en Q in m’. Stel dat de kosten om ¢ eenheden te produceren gegeven
worden door C =2¢g+1 (C in euro).
Bereken de prijselasticiteit van de winst ¥ bij een prijs van €20/m” , als de
hoeveelheid die men produceert gelijk is aan de vraag.
W = Omzet — Kosten = prijs x hoeveelheid — kosten.
Antwoorden:
I. n
2. ax
. .. p dQ .
3. Gebruik de definitie ¢, ( p) =-—-—— en de afgeleide van een product van twee
dp
functies.
4. -0,0826
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Logistische groei

Stel dat op elk tijdstip ¢ de relatieve aangroei van het aantal klanten y in een regio met M
inwoners recht evenredig is met het relatieve aantal niet-klanten.
Deze situatie wordt gemodelleerd door de differentiaalvergelijking:
Y- k(l—lj (k>0)
b% M
Gevraagd
1. Los de differentiaalvergelijking op als in het begin (t = 0) één procent van de

bevolking klant is .

2. Op welk moment zal de helft van de bevolking klant zijn?

3. Bepaal lim y(t) voor de algemene oplossing y(t) van de differentiaalvergelijking.

Oplossing
1. De differentiaalvergelijking met y'= % kan worden geschreven als
t

_& = idt , waarbij de veranderlijken y en ¢ gescheiden zijn.
»(M-y)
1 1 1

Integratie van beide leden door splitsing in partieelboreuken —M=—+——
y(M-y) My M(M-y)

levertijﬂ+iji:i dt .
M’y M M-y M

Na vermenigvuldiging met M wordt dit In(y)—In(M —y)=kt+C of In Y _k+C,

M-y
zodat —— = &M*C — Kok met K =€ > 0.
M-y
kt
) y Kt MKe MK L .
Uit —— = Ke" volgt y(¢t)= = 1), dit is de algemene oplossing van
M-y 8 y() 14K MK W) s P s

de differentiaalvergelijking (met K een willekeurige strikt positieve constante).

De beginvoorwaarde y(0)=0,01M of IMII((
+

=0,01M legt de constante K vast: K = 91—9
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De particuliere oplossing van de differentiaalvergelijking die voldoet aan de gegeven

beginvoorwaarde volgt hiermee uit (1): y = th (2)
1+99¢
TI-Nspire CX CAS
;}.) S S
y (m-y)’ my m (y-m)
deSolve i= y (l—i),f,}‘) y= m ek' !
4 N e lim c1
i
P
X tim 1
. .. M M . —kt
2. De helft van de bevolking zal klant zijn als 5 = TT990 ° waaruit 99¢ " =1 of
+99e

M =99 zodat ¢ = lnk99 )

Voor k=0,3;0,4 ;0,5 vinden we de tijdstippen = 15,32 ; 11,49 ; 9,19
Hier volgen de grafieken voor M = 1000

TI-84 Plus C
Pl Rl RS e, WINDOW
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...g.\l}.z Eséé ..................................... ﬁS(-:lfS_
E\Y3= min= -1
B\Y4= Ymax=1100
_ ¥scl=100

\Ys= ress

B\Y7= aX=.11742424242424
TraceStep=.23484848484848
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3. Voor de algemene oplossing (1) van de differentiaalvergelijking geldt:

. . MK
hmy(t):hm = =M.
t—o 5% o + K

De algemene oplossing heeft dus een horizontale asymptoot met vergelijking y =M,

onafhankelijk van de willekeurige constante K.

Opmerking

De Belgische wiskundige Pierre-Francois Verhulst (1804-1849) heeft zich, onder invloed van
Adolphe Quételet, toegelegd op het onderzoek naar modellen voor de aangroei van de
bevolking (populatie) van een aantal landen.

M-y
M
remfactor is. De waarde van de remfactor hangt af van de waarde van y:

. .. M-
Zo kwam hij tot een model voor geremde groei fl—y =ky (k > O) , waarbi] Iv; Y de
t

-y

e als y=0 zal ~1 zodat % ~ ky, waaruit y = ce (nagenoeg exponentiéle
t

versnelde groei in de beginfase)

M — 1
yz—zodatd—yzk
2 dt

M .
1 ofﬂzk—,waarult yzkﬂt+C
2 d 4 4

M M
e als y~— zal i

2 2
(nagenoeg lineaire groei in de tussenfase)

e Als zMzallzlzodatd—yzk M—y)of Ly ~ kM , waaruit y~Ce ™ + M
Y M dr A

(nagenoeg exponenti€le vertraagde groei in de eindfase)

Verhulst noemde de oplossing y(¢) van de differentiaalvergelijking een logistische functie en
de grafiek een logistische kromme. De grafiek heeft de vorm van een horizontaal gerekte S.
Omdat de letter S in het Grieks “sigma” heet, wordt de grafiek ook sigmoide genoemd.
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Maximaliseren van de winst

De winst wordt verkregen door de totale omzet (70) te verminderen met de totale kostprijs
(TK). De totale kostprijs voor de productie van x eenheden van een eerste goed en y eenheden
van een tweede goed wordt gegeven door: 7K =6x+4y+525. Deze totale kosten kunnen
opgesplitst worden in drie delen: de kostprijs om x eenheden van goed 1 te produceren, de
kostprijs om y eenheden van goed 2 te produceren en vaste kosten onathankelijk van de te
produceren goederen, zoals afschrijvingen van machines en gebouwen.

De verkoopprijs, per eenheid, van een goed is athankelijk van het aantal geproduceerde
eenheden van dit goed. Zo stellen we dat de verkoopprijs van goed 1 en goed 2 gegeven

worden door p =36—x en p, =44—y. We nemen daarbij aan dat alle geproduceerde

goederen verkocht worden.

Vragen:

a) Stel het voorschrift op van de winstfunctie I (x,y).

b) Voor welke goederenbundels (x,y) wordt er effectief winst gemaakt?
Construeer dit gebied. Wanneer is de winst maximaal?

c) Bereken de winst (verlies) voor de bundels (10,20) en (20,10). Duid die punten aan in het
xy-vlak.

d) Stel dat men eist dat er van beide goederen evenveel geproduceerd moet worden; wat is
dan de maximale winst? Bepaal die door W(x, y) te maximaliseren. Voor welke
goederenbundel wordt die winst bereikt. Leg uit hoe je die bundel ook uit een grafiek kunt
bepalen.

¢) Zelfde vraag als (d) met y=2x en algemeen voor y =mx.

f) Toon grafisch aan dat als het aantal eenheden van de eerste soort het dubbel moet zijn van
dat van de tweede soort er geen winst kan worden gemaakt. Toon evenzo aan dat er geen

winst kan zijn als y =5x.
g) Bereken algebraisch voor welke waarden van m er winst mogelijk is als y = mx .
h) Bepaal de verzameling van de punten zoals 4, B, C, ... (punten van maximale winst als

y=mx).
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Oplossing:
a) De totale omzet:
TO=x-p,+y-p,
=x-(36—x)+y-(44—y)
De totale kostprijs:
TK =6x+4y+525
De winst is het verschil tussen 70 en TK:
W(x,y)=TO-TK
=x(36—x)+y(44—y)—(6x+4y+525)
=—x" -y +30x+40y—525

m 1.2 L4 *Niet-opgeslagen < {Um

tolxy): = (36-x)+y- (44-y) Gereed |[| 2 0 j\y
”

thx,):=6- x+4 y+525 Gereed

W(XJ’) : =f0(XJ’) —fk(XJ’) Gereed

1-|'(-’<3)”) x2430- .\‘—_}"2 +40- 3525

|

b) Eerste oplossingsmogelijkheid:
Onderstel x een vast getal tussen 0 en 36. Dan krijgen we een vergelijking van de

vorm:

W(x,y)=-y +40y+(—x2 +30x—525)

CeR

=—y"+40y+C
We bepalen het maximum van deze tweedegraadsfunctie. Het maximum wordt

verkregen als:

40
T2

Deze waarde is onathankelijk van de waarde van x.
Na het invullen van de waarde van y gelijk aan 20, krijgen we opnieuw een

tweedegraadsfunctie in de onbekende x. Het voorschrift van die functie wordt:

/4 (x) =—x?+30x—125. Deze functie bereikt een maximum voor de x-waarde
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f Max(1-v(x, )-‘) fe=c, y) y=20
f Max(w(x, 2 0),x) x=15
w(15,20) 100

Besluit: De winst wordt maximaal voor (15,20).

Tweede oplossingsmogelijkheid:

Als we het voorschrift verder omvormen krijgen we het volgende:

—x* = 1> +30x+40y—525= —(x2 —30x+225)—(y2 —-40y+400)+100
=—[ (x-15)" +(»-20)"~100]

=100—| (x=15)" +(y-20)' |

completeSquars (W&, y),x.y)
-(x-15)2~(~20)%+100

[

De laatste uitdrukking gelijk aan 0 levert een cirkel met middelpunt (15,20) en straal
10. Laat ons eens de situatie simuleren.

- We creéren twee lijsten L1 en L2 met willekeurige gehele getallen tussen 0 en 36
enerzijds en 0 en 44 anderzijds. Op die manier genereren we verschillende

mogelijkheden voor de aantal geproduceerde goederen x en y.
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1:rand

Z2:nPr

3:nCr

4: 14

EHrandInt(

6:randNorm(

7irandBin(
8:randIntNoRer(

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n

lower:@
urpPer: 36
n: 200
Paste

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n gl

randInt(@,36,200)2L1
{34 33 519 15 27 1 12 36 .

randInt(@,44,200)2L:
{12455 24 18 4 20 10 4)»

- We willen enkel de combinaties van x en y afbeelden waarbij winst wordt gemaakt.

Daarom creéren we een lijst L3 waarin enkel twee waarden voorkomen: 0 voor geen

winst en 1 voor winst.
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randInt(@,36,200)>L1 ®in B Cwinst [P s
{34 33 5 .19 15 27 1 12 36 =|=mathlist(=seqmod . . |
randInt(@,44,200)>L2 3 0 0 ooc
{12 .4 5. 5.24 .10 4 20 10 4)» -
4-L1%- 2°+30L1+40L 2-525>00 - g 1 -8
3 0 p) -449
| 0 3 -414
S 0 4 -381 &
c winst:=-‘!12—'!22+30-'JI+40-'!2—525-\ 4 b

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP

randInt(@,36,200)>L1
{34 335 19 15 27 1 12 36 countlf{winst, »>0) 305

5]

randInt(@,44,280)3L:
{12455 24 180 4 20 18 4)»

€| 224301 1+40L 2-525>0) L3

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n X

randInt(@,36,200)>L1
{34 335 19 15 27 1 12 36

randInt(@,44,280)3L:
{12455 24 180 4 20 18 4)»

(-Li%-L2%+30L1+40L2-525>0)
(P00 0D10010000H»

- We willen enkel dat de punten (x,y) worden geconstrueerd waarbij winst wordt
gemaakt. Daarom vermenigvuldigen we de lijsten L1 en L2 van de willekeurige x- en

y-waarden met de laatst gemaakte lijst L3 en bewaren de resultaten in de lijsten L4 en
L5
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- Aan de hand van een scatterplot van de lijsten L4 en L5 kunnen we deze punten

afbeelden.
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TI-84 Plus C TI-Nspire CX CAS

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP @& DR reinaisee st

4
50 ¥

.

.02 %y

(14.15)

T b2

- We zien dat de punten bij benadering binnen een cirkel liggen. Daarom tekenen we
een cirkel met 2nd DRAW circle(. Bepaal eerst het middelpunt door de cursor naar de
plaats te brengen en op ENTER te drukken. Daarna wordt de straal vastgelegd door de
cursor te verplaatsen en op ENTER te drukken.
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TI-84 Plus C

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HMP n
DRAH CIRCLE

b

K=2C.03231°7 ¥=19.949878 |E| E| El

ORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n
DRAW CIRCLE

b

wt

¥=2C.269268 ¥=19.949878 [STYLE]

Het is duidelijk dat ¥ (x, y) maximaal 100 is en wel in het punt (15,20). Men kan dit

meetkundig interpreteren. De uitdrukking tussen de rechte haken is het kwadraat van
de afstand van een punt (x,)) en het punt (15,20). Naarmate de afstand groter wordt,
vermindert de winst om uiteindelijk nul te worden voor de punten die op een afstand
10 van het punt (15,20) liggen. Die punten vormen een cirkel met middelpunt (15,20)
en straal 10. Binnen die cirkel is er winst en buiten de cirkel is er verlies. Voor punten
van de cirkelomtrek is er een break-even situatie, noch winst noch verlies.

Het punt (10,20) ligt binnen de cirkel. Dit levert een winst op van 100—[25-0]=75.

Het punt (20,10) ligt buiten de cirkel. Dit levert een verlies op van
100-[25+100]=-25.
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d) Als y =x dan wordt de winstfunctie gegeven door W (x)=—2x"+70x—525. Dit is

de vergelijking van een bergparabool en levert dus een maximum. De winst wordt
=70
2:(-2)

100—[2,5% +(-2,5)" | =87.5.

maximaal voor x =

=17,5. De winst bedraagt dan
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f Max(w(xy) |y=x,x) a5

w(x, y)|y=x and x=% —_—

Meetkundig kan men dit als volgt zien. Teken de rechte met vergelijking y = x . Daar

het middelpunt van de cirkel het punt is met maximale winst, komt het er op aan om
het punt op de rechte en binnen de cirkelomtrek te vinden dat het dichtst bij het
middelpunt van de cirkel ligt. Dit betekent dat A4 het voetpunt van de loodlijn uit het
middelpunt C op de rechte y = x moet zijn. Dit punt 4 heeft cooérdinaten (17,5;17,5)

want de codrdinaten zijn oplossing van het stelsel: {y
y=35—-x

TI-84 Plus C TI-Nspire CX CAS
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NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP ] W‘
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e) Voor y=2xheeft de loodlijn door het middelpunt C van de winstcirkel als

1 55
vergelijking y = —Ex +7. Het snijpunt als coordinaten (11,22).

EEA EED EE aximalisere

pozly £2(x)=2 x

~of y=-0.5x+27.5

-
| 11-'inst=—az—b2+30' a+40- b-525
3 [ 87.5
s Az

—tekst

Voor y =m-x wordt de vergelijking van de loodlijn gegeven door

1 15+20m
y:——x+—
m m

2

15+20m 20m* +15m
m'+1 ~ m+1

, het snijpunt heeft als coordinaten (

1
f) Teken de rechte met vergelijking y = Ex. We zien dat deze rechte geen snijpunten

heeft met de winstcirkel en volledig buiten de cirkel ligt. Er kan dus nooit winst
worden gemaakt.
Analoog voor y =5x.

TI-84 Plus C TI-Nspire CX CAS
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We bepalen de waarden van m waarvoor we een break-even operatie krijgen. Dit

betekent dat de rechte y =m-x een raaklijn aan de winstcirkel moet zijn of twee
samenvallende snijpunten met de winstcirkel moet hebben.

(x=15) +(mx—20)" =100 < (1+m’)x* =(30+40m) x+525=0

D=[~(30+40m)] —4-(1+m?)-525
=—500m" +2400m —1200

Daar de discriminant D nul moet zijn, kunnen we de voorwaarde vereenvoudigen tot
—Sm’ +24m—12=0. Deze vergelijking heeft twee oplossingen 0,567 en 4,233.
Controleer dat de rechten y =m-x met m=0,567 en m= 4,233 de raaklijnen zijn aan de
winstcirkel. Dus de voorwaarde voor winst wordt 0,567 <m < 4,233.
Die punten moeten gelegen zijn op de rechte met vergelijking y =m-x en zo dicht
mogelijk bij het middelpunt C van de winstcirkel. De kortste afstand tot dit punt is de
loodrechte afstand. M.a.w. die punten zijn de voetpunten van de loodlijn door het punt
Copderechten y=m-x.
Z1j A(x,y) zo’n voetpunt dan is de drichoek 4OC rechthoekig in A en geldt dus de
stelling van Pythagoras.
OC[" =|04] +]ACT" <152 +20* =x* + y* +(x—15)" +(y-20)’

& 2x° +2y* =30x—-40y =0

& X +y"=15x-20y=0

& (x-7,5) +(y-10)" =156,25
Dit is de vergelijking van een cirkel met middelpunt (7,5;10) en straal 12,5. Deze
cirkel snijdt de winstcirkel en dus het deel van de cirkel binnen de winstcirkel is de

gevraagde meetkundige plaats.
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Controle (grafisch):

- Daar parametervoorstellingen en functies grafisch niet gecombineerd kunnen met de

TI-84 Plus, zullen we de cirkels afbeelden als scatterplots. Daarvoor moeten we de

nodige lijsten generen:

lijst L1 =seq(X,X,0,27,0.13), lijst L2=15+10*cos(L1), lijst L3=20+10*sin(L1),
lijst L4=7.5+12.5*cos(L1) en lijst L5=10+12.5*sin(L1)

TI-84 Plus C
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9 |m|> *maximalisere..nst —

kromme van meetkundige plaats
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¥ § ;
x
1 15+20m
+—

- We voeren de vergelijkingen van de rechten y=mx en y=——x
m m

1n met
m als parameter en de vergelijking van de rechte door de oorsprong en het middelpunt

4
van de winstcirkel y =—x.

TI-84 Plus C TI-Nspire CX CAS
B @A Plots 1.2+M
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TI-Nspire CX CAS

1.10]1.11]1.12 aximalisere

002 %y

s m =22
\ [ (10.1,22.2) &
2 fekst

De eerste keer dat we de grafiek vragen is de waarde van de parameter m nog gelijk

aan nul.
Indien de parameter een waarde krijgt, wordt de rechte en de loodlijn door het
middelpunt C van de winstcirkel op die rechte getekend.

- We bepalen nu de codrdinaten van het snijpunt.

TI-84 Plus C TI-Nspire CX CAS
NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP  ry BOERER ‘reinaiseersts
[~
CALCULATE ® 4 xcoord |E ycoord © D 's
1 H Value - ryrg(xa' ]_) =capture(3
2:zero 1| 10.1027| 22226
3iminimum =
4 : maximum -
EHintersect 3
6:dy/dx 4
7 Mfix)dx =
&
A xcoord:=capmre(xa, 1) ‘ 4 \ b
' ! il ! | d1.11 ||b *maximalisere..nst < ]
Y1=M¥ ® A xcoord ‘B ycoord |© D '%J
v = =capture(ly re(ya, 1))
1| 10.1027| 22.226
2
3
4
X\ L
First ? : =
K=10.001457 ¥=12.001748 s yeoord =capture(ya 1) . KL
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ORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n
ALC INTERSECT

¥2=-1/HEX+(15+20H) /M @ A xcoord [B ycoord |C D X
v = | =capture(; =capture m_d_m);_)t
1] 10.1027] 22226 15625
2
3
4
X, 5 e
REIORREOES’  vmia.3e7eus €| ~(xcoord-7.5)2+(yeoord-10)3 4>

ALC INTERSECT n [T [ RE]
¥2="1/MEX+(15+20M) /M B . coord Wycoord B = |
g = | =capture(}=capture(y

11 10.1027| 22.226
2| 10.536| 22.1257
3 11 22
4
5

11.4967| 21.8438

X

12.0283| 21.6508 =

Guess?
#=15.830825 ¥=19.307645

ORHMAL FLOAT AUTO REAL RADIAM HMP T O
aLC INTERSECT n 1112113
¥2=-1/M¥RX+(15+20M) /M @A xcoord [Bycoord [C D |
v = | =capture(j =capture(y=(xcoord-
1 10.1027| 22.226| 156.25
2 10.536| 22.1257| 156.25
3 1 22| 156.25
41 11.4967| 21.8438| 156.25
n 5| 12.0283| 21.6508| 156.25
Intersection ‘ 4 \ b
®=15.983607 ¥=19.180328 0 A

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n

- De coordinaten van de snijpunten voldoen aan de vergelijking van de gevonden

cirkel.
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Prijsaanpassingsmodel

Probleem:
Een marktmodel voor een economisch goed, gaat uit van de volgende hypothesen:

— De vraagfunctie g(p) en de aanbodfunctie a(p) , met p de prijs, worden gegeven

door:
=1=
{q(p) fmetOSpSl
a(p)=2p

— De prijs wijzigt volgens het vraagoverschot of

P —4(p)-a(p)

Vraag:

1 Bepaal de prijs p in functie van de tijd t.
2 Gana of de algemene oplossing stabiel is en zo ja, bepaal de evenwichtswaarde.
Vergelijk die waarde met de waarde voor statisch evenwicht.

3 Teken en interpreteer het fasediagram.

Oplossing:
1 Uit de opgave kunnen we schrijven:

d—p=(1—p)—2p2

dt
Deze differentiaalvergelijking van de eerste orde is oplosbaar door scheiding van de
variabelen

e[ % iCmetcer

2p +p-1 2p +p-1

Door splitsing in partieelbreuken vinden we:

1 2 1

207 +p-1 3(2p-1) 3(p+1)

62



d,
waardoor Iz > P "
p +p-

Uiteindelijk levert dit: 2p _11 =C-e™.

1+C-e™ e +C
=5~ o TS
2-C-e 2¢" - C

Bij oplossing naar p bekomen we: p(t)

Opmerking:

Er blijft nog een singuliere oplossing over p()=—1, maar deze valt buiten het

interval [0,1] voor de waarde p (zie opgave). We houden dus verder geen rekening met

deze oplossing.

3 1+C-e _ &+ C
2-C-e 2" -C

De algemene oplossing is: | p(?) met C e R

2 Is de algemene oplossing een stabiele oplossing?

Een oplossing is stabiel als lim p(t) eindig is en onafhankelijk van de integratieconstante
t—o©

[N e

N
Deze waarde van de limiet is eindig en onafhankelijk van de integratieconstante C.
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L . . . . 1
De algemene oplossing is een stabiele oplossing met als dynamische evenwichtswaarde— .

Statisch evenwicht betekent dat de vraag precies gelijk is aan het aanbod. Het statisch

evenwicht is de prijs waarvoor de vraag en het aanbod in evenwicht zijn: ¢(p)=a(p).

Het statisch evenwicht is de x-coordinaat van het snijpunt van de grafieken van de vraag

en het aanbod.
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Plotl Plot2 Plot3
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¥
—

P

Intersection
®=5 ¥=.5

Bemerk dat de vraagfunctie dalend is en de aanbodfunctie stijgend. Dit betekent dat als de
prijs stijgt, de vraag daalt en het aanbod stijgt.
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Algebraisch:

1-p=2p> < 2p*+p-1=0. Deze vergelijking heeft twee oplossingen p=-—1 en

p= 3 Enkel de laatste oplossing wordt, wegens de beginvoorwaarden, weerhouden.

Besluit:

Het statisch en dynamisch evenwicht zijn in dit geval gelijk aan elkaar. De waarde
1
is —.

3 Construeer de grafieken van de prijsfunctie voor verschillende waarden van de

integratieconstante C (verschillende beginwaarden py).

Ctl cr_ 2P

-C Do +1

Uit de algemene oplossing vinden we (voor t=0) dat: p, = . Daar

D, € [0,1] zal Ce [—l,%}. Kies voor C de waarden -1, -0,75; -0,5;-0,25; 0; 0,125; 0,25,
0,375 en 0.5.

TI-84 Plus C TI-Npsire CX CAS

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n

Plotl Plot2 Plot2
B\Y1=0-¥
B\Y2=2¥%2

“3X
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2-(-1xe
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=3X
ENYsBELin125€  rpayy
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vl

Voor C e[-1,0]

Alle grafieken starten vanaf een punt op de p-as tussen 0 en 0,5. Ze stijgen allemaal

1
naar de gemeenschappelijke horizontale asymptoot p =— (de waarde van het

dynamisch evenwicht).
1
Voor C € [0,—}
2

Alle grafieken starten vanaf een punt op de p-as tussen 0,5 en 1. Ze dalen allemaal

1
naar de gemeenschappelijke horizontale asymptoot p =— (de waarde van het

dynamisch evenwicht).

Interpretatie:

Wat de beginprijs ook is, de prijs evolueert steeds naar dezelfde waarde 0,5

(asymptotisch gedrag). Dit is nu net wat wordt bedoeld met de stabiliteit van een
oplossing.
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Fasediagram of faselijn

Als een differentiaalvergelijking van de vorm y'= f'(y)is, dan kunnen we y~ tekenen

in functie van y. Dergelijke grafiek heet een fasediagram of faselijn.

In ons probleem wordt dit: p'=-2p*—p+1

TI-84 Plus C TI-Npsire CX CAS

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n

Flotl FPlot2 Plots
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2-.5e
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E\Ys=

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n

v T A
T o2l

for]l o1

A

1
We zien dat p'=0 voor p= > daar zal geen prijsverandering optreden (stabiele

oplossing, evenwichtswaarde). De evenwichtsprijs wordt onmiddellijk bereikt.

1
Als p< ) dan geldt dat p'> 0, waaruit kan worden besloten dat de prijs zal stijgen

naar de evenwichtsprijs.

1
Als p> 5 dan geldt dat p'<0, waaruit kan worden besloten dat de prijs zal dalen

naar de evenwichtsprijs.

Door pijltjes te plaatsen op het fasediagram kan worden aangeduid wat het gedrag
rond de evenwichtswaarde is. Bij p'> 0 plaatsen we een pijltje naar rechts en voor

p' <0 plaatsen we een pijltje naar links. Wijzen de pijltjes naar elkaar toe rond een
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evenwichtswaarde, kunnen we spreken van een stabiel evenwicht, wijzen de pijltjes
van elkaar weg, dan hebben we een onstabiel evenwicht.

Een fasediagram of faselijn kan ons informatie geven over het pad van p, zonder dat
het pad expliciet gekend is.

TI-84 Plus C TI-Npsire CX CAS
NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HMP n
CALC 2ERD
W;_-zxz-xuzccasx)(xsm 4
v ]
02}
> e —X
T F0.096 0.1 N 1.1
1 . (0.5,0)
Zero
¥=.5 Y=g 22 |

Opgaven:

1

2

Voor de prijs p van een economisch goed geldt de volgende vergelijking: p'=8p—-2p°.
Bepaal de evenwichtswaarde(n) voor de prijs p. Wat kun je vertellen over de stabiliteit?
Het prijsaanpassingsmodel van Evans.
Stel dat de vraag- en aanbodfunctie lineair zijn en gegeven worden door:
{q(p) =a=b-p met a, B,7,0 >0
a(p)=-y+6-p

en de prijsverandering in functie van de tijd t is recht evenredig met het vraagoverschot:

%z@[q(p)—a(p)} met 9>0

a+y
B+

Toon aan dat de statische evenwichtsprijs gelijk is aan p, =

Toon aan dat de algemene oplossing gegeven wordt door
p(t)=C-e™" 1+ p met CeR

Toon aan dat de dynamische evenwichtswaarde samenvalt met de statische waarde.

Teken het fasediagram. Welke grafiek verkrijg je?
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Annuiteiten en obligatieleningen

Prenumerando en postnumerando annuiteiten

Een annuiteit is het geheel van n periodieke betalingen of stortingen, # is de looptijd van de
annuiteit. Eén enkele betaling 4 wordt meestal een termijn genoemd. De tijdsduur tussen twee
opeenvolgende verrichtingen noemt men de periode van de annuiteit. Bij een prenumerando
annuiteit gebeurt de verrichting bij het begin van iedere periode, bij een postnumerando op het
einde van iedere periode.

De intrest wordt gerekend aan een rentepercentage van p % of tegen een rentevoet i. De
rentefactor u is gelijk aan 1+i. De verdisconteringsfactor v is gelijk aan —. Zo wordt de

u
waarde van een kapitaal K na n jaar K -u" en was de waarde voor #n jaar gelijk aan K -v".

De aanvangswaarde J van een annuiteit is de waarde van alle termijnen bij het begin van de
looptijd. De slotwaarde J’ van een annuiteit is de waarde van alle termijnen op het einde van
de looptijd.

We leiden nu de formules af voor berekening van de aanvangswaarde en de slotwaarde.

Aanvangswaarde en slotwaarde van een prenumerando annuiteit:

0 1 2 3 n-1 n t
| | | | | | 5
A A A A A
S _—
V < |
0 1 2 3 n-1 n t
| | | | | | 5
A A A A A
S _—
| ;V’
V=A+Av+ AV +--+ A" V'=Au+ Au’ -+ Au”
:A(1+v+v2+---+v”") zA(u+u2+---+u")
I-v u—1

i i
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Aanvangswaarde en slotwaarde van een postnumerando annuiteit:

0 1 2 3 n-1 n
| | | | | L
A A A A A
| - __
V «
0 1 2 3 n-1 n t
| | | | | L
A A A A A
" __
w
>V’
V=Av+ AV +--+ A" V'=A+ Au® -+ Au™"
:A(v+v2+---+v") :A(1+u2+---+u"'l)
1-v u—1
i

i

Verklaar waarom de formules voor prenumerando gelijk zijn aan deze voor postnumerando,
vermenigvuldigd met de rentefactor u.

Vraagstuk:

Iemand wil op het einde van ieder jaar € 2 800 sparen om na 10 jaar een nieuwe auto ter

waarde van € 30 000 te kunnen kopen. Tegen welke rentevoet moet de persoon beleggen?

Oplossing: De slotwaarde van een postnumerando annuiteit, met looptijd 10 jaar, is € 30 000.
De termijn bedraagt € 2 800.

(1+i)° -1

1

30000 = 2800

Deze vergelijking kan men niet algebraisch oplossen, de grafische rekenmachine biedt hulp.

Eerste werkwijze: grafisch.

Voer beide leden in als aparte functies (i vervangen door x) en maak de grafieken
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18310 Xmin=-.001
ENY1B52800% % Ymax=. 65
E\Y 2830000 Xscl=1
ENY3= Ymin=-100@ i
ENY4= Ymax=500000
ENYs= ¥scl=1
NYe= Xres=1 ]
E\Y?= aX=1.9318181818182e -4
EN\Ysg= TraceSter=3.8563636363636...

HORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HMP n HORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HMP n
CALC INTERSECT CALC INTERSECT
Y1=2B00%(((1+X)"18-1)4(K)) ¥2230000
1 1
e s
tf(x)dx % %
Firstcurue? Second curue?
H=.0245 ¥=31297.591 n=.01522727 Y=30000
HORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HMP n HORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HMP n
CALC INTERSECT CALC INTERSECT
¥2=30000 ¥2=30000
1 1
——
X X
Guess? Intersection
H=.0245 Y=30000 X=.01523708 Y=30000

Tweede werkwijze: gebruik de Solver-functie.

- Druk MATH, B:Solver... (é¢én keer drukken op pijltje naar boven).
n

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP

WEAE NUM CMPLX PROB FRAC
4130 (

HEND

tfMin(

ffMax(

inDeriv(

tfnlnt(

rsummation X(

: 109BASE (

HSolver..

- Vul beide leden van de vergelijking in en bevestig met ENTER. Druk OK om naar

het tweede scherm van de Solver te gaan.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n
ENTER EQUATION E1=E2 ENTER EQUATION E1=E2 SELECT YARIABLE; PRESS ALPHA SOLYE

EQUATION SOLVER EQUATION SOLVER 1
30000=2800% {111
El: E1:|30000
I=.05H
bound={-1e99, 1993}
19
E2: E2:[2800% 121y
oK

- Vul een giswaarde in voor de variabele / en druk ALPHA ENTER. Verplaats de

cursor niet. Na enige tijd verschijnt de oplossing.
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NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP
SOLUTION IS MARKED *

CTpl0_
30000=2800% {211

0

= 1=.01523708479528
bound={-1e99,1e99}
=E1-E2=0

2800- ((1+i) 1°—1) .
—_—

A solve|30000=

i=0.015237

all

Derde werkwijze: gebruik de Finance Solver

Financiéle oplosser

N [10 =8

oo [4

Pv: [o

Pmt: [ -2800.

Fv: [ 30000

Pov: [1

Financiéle oplosser

Poy: [1

| |

=]

]

[ica:][ 1.5237084795532 J
pv: [0 ]
pmt: [ 2800, ]
Fv: [ 30000 [ » |

1

Financiéle oplosser

PV: |0 A=
pmt: [ -2800. [ b |
FV: [ 30000 |
Ppy: [1 |
cpy: [1 |
pmtat: | EINDE [ 1 5

Rentepercentage, 1(%)

Druk op ENTER om te berekenen

Financiéle oplosser-info opgeslagen naar
tvm.n, tvm.i, tvm pv, tvm.pmt, .. A

Financiéle oplosser-info opgeslagen naar
tvm.n, tvm.i, tvm.pv, tvm.pmt, ..

Obligatieleningen
Begrippen:

- A pari: dit betekent dat het volledige nominale bedrag van de obligatie wordt

uitgekeerd.

- Een koers van 0.90 betekent dat men slechts 90 % van de nominale waarde moet

betalen.

- Vruchtgebruik: dit is het genot van de opbrengst gedurende de verdere levensduur

van de obligatie of hier de intresten.

- De blote eigendom: dit is het genot van de terugbetaling van de obligatie.

- De volle eigendom: dit is som van het vruchtgebruik en de blote eigendom.

Vraagstuk:

Op 12/06/2009 werd een obligatie OBL SOLVAY 2009 uitgegeven. De nominale rentevoet is
0,05 (5%). De vervaldatum is 12/06/2019. De terugbetaling gebeurt 4 pari.
Stel dat je op 12/06/2014 een dergelijke obligatie erft met een gezamenlijke nominale waarde
van € 8 000. Om de successierechten te kunnen bepalen moet men de waarde van de obligatie

kennen op 12/06/2014.
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(@] (@] (@] (@] (@] (@] (@] (@] (@] (@] (@] t
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- J
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< | 8000
\D |
Y

Als je alleen het vruchtgebruik erft, zal je op 12/06/2015 en de daaropvolgende jaren een
bedrag van € 8 000 x 0,05 = € 400 uitbetaald krijgen. Deze bedragen vormen een
postnumerando annuiteit waarvan de aanvangswaarde moet worden berekend;

1-1,057°
V2014,v = 400W
=€1731,79

Als je alleen de blote eigendom erft, dan krijg je op 12/06/2019 een bedrag van € 8 000. De
waarde van dit bedrag op 12/06/2014 is:

Vyors =8000x1,057
= € 6268,21

Als je de volle eigendom erft, krijg je op 12/06/2014 een bedrag:

V.

2014 — V2014,v + V20]4,b

=1731,79+6281,21
=€8000

Is dit altijd zo? Toon aan.

Vraagstuk:

Een obligatie met een nominale waarde van € 10 000 is a pari terugbetaalbaar over 15 jaar.
Het nominale rentepercentage bedraagt 3,5 %. Aan welke prijs moet men de obligatie
aankopen om een rendement van 4,5 % te realiseren?

Oplossing:
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15 jaar lang ontvang je een bedrag van € 350 aan intrest en over 15 jaar de nominale waarde
van € 10 000.

Bij aankoop moeten we de aanvangswaarde berekenen van de verschillende bedragen,
gerekend aan een rentepercentage van 4,5 % (omdat het rendement 4,5 % moet zijn).

We brengen alles terug op het ogenblik 0:

1-1,0457"
v, =350L42+10000-1,045—'°

2

=€ 8926,05

Alternatief

We berekenen de waarde van de obligatie op de slotdag van de belegging:

1,045 —1
0,045
= €17274,42

V''=10000+350

Daarna bepalen we de waarde van deze slotwaarde voor 15 jaar tegen 4,5 %:

Vy=V"1,045"
=17274,42x1,045"
= €8926,05

Vraagstuk (alternatieve formulering van het vorige vraagstuk)

Bereken het rendement 7 van een obligatie die ineens a pari aflosbaar is en die 15 jaar voor de
vervaldag aangekocht wordt aan een koers van 0,8926. De nominale intrestvoet bedraagt
0,035 (3,5 %).

Oplossing:

Stel N de nominale waarde van de obligatie dan geldt:
- het aankoopbedrag van de obligatie: 0,8926N
- de periodieke rente: 0,035N

Dit levert dan de volgende vergelijking:

1—(1+I")_]5 ~15
0,8926N =0,035N ——L 4 N (1+7)

r

of na vereenvoudiging:
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-15
0,8926 = 0, 035M+(1+r)—15

r

Deze vergelijking kan men niet algebraisch oplossen. De grafische rekenmachine brengt hier
raad. Er zijn een aantal alternatieven mogelijk.

Eerste methode: grafisch.

- Voer beide leden van de vergelijking in als voorschriften van twee functies. Maak

de grafiek van beide functies. Denk na over de gepaste vensterinstellingen.

Flotl Plotz  Plot3 WINDOW |
1-¢1+83 15 S ¥min=-.001

ENY180.035% ———+(1+X) Ymax=. 85
ENY:2H. 89260 Xscl=1
ENY3= ¥min=-.1
ENY4= Ymax=1.5
ENYs= ¥scl=1

NYe= Xres=1 x
ENY?= aX=1,9318181818182€ -4
ENYs=

- Bepaal de snijpunten van de grafieken van beide functies

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n
CALC INTERSECT
¥2=.8926
|
X
Intersection
K=.04500045 ¥=.8926

Tweede methode: gebruik een tabel.

- Voer het rechterlid van de vergelijking in als functie.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

Flotl Flotz Flot3

E\Y180,035x 14 (1407

- Vraag de tabel (2nd TABLE) op met startwaarde 0,025 en stapwaarde 0,001 (2nd
TBLSET). Zoek de waarde van x in de tabel waarvoor de functiewaarde 0,8926

bedraagt.
NORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP [y NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP T
PRESS + FOR & Th1 PRESS + FOR & Th1
TABLE SETUP . A
TblStart=.025 038 | oee17
= 039 | ass21
aTbl=.0a1 RTI T
Indent: Ask o1 | 93375
Derend: [MX Ask .42 | 92325

843 .91289
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Derde methode: gebruik de Solver.

- Druk MATH, B: Solver...

- Voer beide leden van de vergelijking in E1 en E2. Hierbij mag om ’t even welke
letter worden gebruikt om de onbekende aan te geven. Bevestig met ENTER.
Druk OK (GRAPH) om naar het volgende venster te gaan.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n
ENTER EQUATION E1=E2

EQUATION SOLVER

E1:|@.8926

_c1+py 15 -
Ez:[0.035x B 4 (14R)

QK

- Voer bij de variabele een giswaarde in. Een doordachte keuze kan het berekenen

versnellen. Zet de berekening in gang door ALPHA ENTER in te drukken.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n
SELECT YARIABLE; PRESS ALPHA SOLYE SOLUTION IS MARKED *

_(1+p3 15 (1sr371E
0.8926=0.035% 1182 1 (10| o, 8926=0.035x 1B "4 (140

R=.035 =" R=,04500045422012
bound={-1e99,1e99} bound={-1e99,1e99}
=E1-E2=0

0.035- (1—(1+r)’15) ¥

r

A solve(0.8926=:

Vierde methode: met de applicatie Transfrm (Transformation Graphing)

- Druk APPS en selecteer Transfrm.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP [ [HORHAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP n
TRANSFORMATION GRAPHING APP

:Finance JU’ I
OrpaMath NSTRUMENTS
tConics
:EasuData TRANSFORMATION
: Inequalz GRAPHING
tP1loSmlt2 oL
:Prob Sim ’
BTransfrm PRESS ANY KEY
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- Voer het voorschrift van de functie in, gebruik het linkerlid van de vergelijking

1=(1+7)"

0,8926—0,035—

r

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n

PRESS 4b TO SELECT AN OPTION
Flotz

Flotl Flotz

009¢ n pooe 1-CIHAD +

QUIT-AFF Flotl Flotz

Color: RED 4]
Biyz{Transfrm:[ |

By 3 CLERR ys3=
MY 4= MY 4=
| DIV Diys=

MY = MY g =
MY 7= Y 7=

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP

Flotz

—(1+7)" =0, kies als parameter niet X maar A.

QUIT-AFF

SETTINGS in. Kies als beginwaarde voor A bijvoorbeeld 0,035 en als stapgrootte

0,001.

TRANSFORMATION

Amin=N. 001
Kmax=.@a5
Xscl=1
¥min=-.085
¥max=.125
¥scl=1
Xres=3

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP
GRAPHING APP

[ARDIY SETTINGS

aX=1,9318181818182€ -4
TraceSter=3.8563636363636...

0

AH. 835
Step=0.001

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n
TRANSFORMATION GRAPHING APP

WINDOW ElSamiies
> >>

Kies een passend venster waarin de functie moet worden getekend en stel de

Met pijltjes rechts en links kan van de ene waarde naar de andere worden gegaan,

telkens wordt de nieuwe grafiek getekend. Wat geduld is hier op zijn plaats.

Uiteindelijk wordt de waarde bereikt waarbij de grafiek samenvalt met de x-as. De

waarde van de parameter staat onderaan op het scherm.

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n
TRANSFORMATION GRAPHING APP
Y4=".8926+0.035K((1-(1+A)"(-150).C..
|

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n
TRANSFORMATION GRAPHING APP
Y4=".8926+0.035K((1-(1+A)"(-150).C..
|

NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN MP n
TRANSFORMATION GRAPHING APP
Y4=".8926+0.035K((1-(1+A)"(-150).C..
|

¥

AB.935

AB.84

AB.845
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In Memoriam Walter De Volder
Walter De Volder (°1939) studeerde in 1962 af als
Licenciaat in de Wiskundige Wetenschappen aan de

Rijksuniversiteit Gent.

Tot in 1999 gaf hij les aan het Sint-Jozefscollege te
Tielt. Vanaf 1991 tot 2002 was hij tevens
pedagogisch adviseur wiskunde voor het Bisdom
Brugge.

Zijn twee stokpaardjes: rekentoestellen en problem
solving.

Via één van zijn leerlingen leerde hij de
programmeerbare T1 57 kennen.

Meteen begon de studie en de invoering van de ZRM

voor zijn leerlingen. Aan de veelzijdige TI 67

bewaarde hij heel goede herinneringen. Daarna werd
de wacht overgenomen door de grafische TI 82-83-84 generatie.

Als pedagogisch adviseur heeft hij zich ingezet om voor alle leerlingen van éénzelfde klas
(graad, school) éénzelfde ZRM of GRM in te voeren. Dit was een noodzakelijke voorwaarde
voor een zinvolle integratie van rekentoestellen in het wiskundeonderwijs. In de beginjaren
moest (om uiteenlopende redenen) weerstand van leerkrachten, directies en ouders
overwonnen worden.

Probleemoplossend denken dan. Jaren was hij een van de regelmatige inzenders van
oplossingen voor de “Zoekertjes” in “Wiskunde en Onderwijs”. Reeds op de Dag van de
Wiskunde in november 1995 gaf hij een lezing over probleemoplossend denken. Een paar
honderd leerkrachten kwamen daar voor het eerst in contact met de ideeén van G. Polya

( “How to solve it”, 1945) en zijn leerling A.H. Schoenfeld (“Mathematical Problem Solving”,
1985). Rond die tijd kwam dit onderwerp ook in de leerplannen terecht. Sindsdien is problem
solving nooit meer uit de belangstelling geweest en nog steeds brandend actueel.

Door het coachen van studenten uit economische richtingen van hogescholen en universiteiten
opende zich de wereld van economische wiskunde voor hem. Dit feit ligt mede aan de basis
van dit cahier, waartoe Walter de aanzet was en waaraan hij veel heeft bijgedragen.

Helaas is Walter van ons heengegaan, als eerbetoon dragen we dit cahier op aan Walter, een

prima wiskundige, fijne collega en vriend.

79



De economie kent veel wiskundige toepassingen. In dit cahier worden verschillende economische
begrippen geintroduceerd voor de derde graad, met bijhorende vraagstukken in een concrete
economische context.

De assisterende inzet van de TI-84 Plus C Silver Edition en de TI-Nspire CX CAS worden hierbij naast
elkaar geplaatst.
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