Numeriska metoder for DE-lite mer
pa djupet

Nyare versioner av Texas Instruments grafrdknare,
eller motsvarande datorprogramvara, innehaller
metoder for att numeriskt berdkna stegen i Euler och
Runge Kutta-metoderna. | denna aktivitet tittar vi
narmare pa dessa metoder. Vi ér har angeldgna om
att ge eleverna lite djupare kunskap om hur dessa
metoder fungerar. Vi visar bl.a. ett kort program for
Eulers metod.

Det ar inte sarskilt svart att visa att Eulers metod kan
forbattras. | sjalva verket kan den betraktas som en
Taylorutveckling av férsta ordningen:
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Trunkering efter den andra termen ovan ger da att

y(x+h)==y(x)+hy'(x)=y(x)+hf(x,y)

vilket precis ar Eulers stegmetod.

Vi borjar med ett exempel pé en differentialekvation som vi
loser exakt med programmets CAS—-motor.
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Pa nasta sida har vi gjort en numerisk l6sning med Eulers
stegmetod. | tabellen till hdger sa kan man se skillnaderna
mrllan de exakta vérdet och den numeriska approximationen.‘
Vi har anvant en stegléngd pa 0,1. Vi ser att felen dkar for
dkande varden pa x. Halvera stegldngden och titta hur stora
felen blir nu. Pa sid 1.4 kan du ser hur det blir.

Vi ser att felen blir ganska stora nar x vaxer.
Visserligen ligger kurvorna ganska nara varandra men
i y-led ar differensen stor. Steglangden ar har 0.1
(forinstallt varde).
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Man ser skillnaden nar man halverar steglangden. Det
finns en metod, som tidigare innan kraftfulla
grafraknare och datorprogram fanns, ofta anvandes
for att gbra noggrannare approximationer.

Formeln for s.k. Richardsonapproximation med Eulers
stegmetod brukar se ut sa har:
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n ar antalet steg och p ar for Eulers metod 1 och for
Runge Kuttas metod 4. Namnaren blir alltsa 1 for
Eulers metod och formeln kan da férenklas till

Yo=Yt

yR = 2y2n - yn
e e |
®.47y 50.17 y
vi_1 vl_1
3 1 41
stegléngd 0.1 stegldngd 0,05
Vi ser att felen minskar ordentligt nar vi halverar
steglangden.Viska nu ta till en metod for att fa battre
varden utan att anvéanda mindre steglangd.‘

Har har vi kopierat 6ver tabelldata fran sid 1.3 till
kalkylarket och sedan lagt in berdkning enligt extra-
polationsmetoden i kolumn D. Vi far klart battre
approximationer. Hel steglangd= 0,1 och halv steg-
langd = 0,05.

®irde B halv = hel Drichardson |E exakt |F G ]
= =2*halv—hel

1 0 0.333 0.333 0.333]0.333333

2| 0.5/ 0.390609|0.383864| 0.397353|0.397828

3 1./0.598571/ 0.580889| 0.616253|0.617359

41 1.5/ 1.04395 1.00266 1.08524| 1.08839

5| 2. 1.94243| 1.84316 2.0417| 2.05162

5| 2.5 3.81626 3.56211 4.07042| 4.10407

7| 3. 7.99813| 7.2977 8.69855| 8.82107

8| 3.5 18.1475| 16.0597 20.2353| 20.7143

91 4. 45.1643| 38.4133 51.9153| 53.9315
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For x = 4 far man med steglangden 0,01 vardet
51,9673 och med steglangden 0,2 far vi vardet
50,1266. En battre approximation ger da vardet

2-2-51,9673-50,1266 =53.808
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Med Runge Kutta och steglangden 0,01 far vi vardet
53,8063. Be eleverna att prova sjalva och experi-
mentera med olika steglangder pa sid 1.3.

Problem 2

Pa nasta sida i Problem 2 har vi gjort ett enkelt
program for Eulers stegmetod. Det dr ganska enkelt
att analysera rad for rad. Vi anvander parametrarna
a, b, h och n dar a och b ar startvarden for x och y, h
ar steglangden och n ar antalet steg.

xp och yp ar nuvarande varden pa x och y och xn res-
pektive yn ar nya varden som berdknas med Eulers
stegmetod.

Pa sid 9 gar man in och definierar sin ekvation och
sedan exekverar man programmet med
eulerprogram(a,b,h,n).

- ————————
eulerprogram 0

Define eulerpdugram[a,b,h,;u)=
Prgm
Local xm,ynxp,vp
xp:=a
vp:=D
Disp xpyp
Fori,1,n
xn:=xp+h
yn=yptie flap,yp)
xpr=xn
yp=yn
Disp xp.yp
EndFor
EndPrgm

P& sidan efter definierar man sin ekvation och kér
programmet.

Xy x Klar
fro)—=

© Mata in parametrarna inom parentesen|

eulerprngram{l

Har har vi gjort en kérning med steglangd 0,1 och 40
steg. Prova steglangd 0,01 och 400 steg. Vilket varde
far man for x=4, alltsa efter 400 steg?

. Klar §
[(xy): xy X ar

=
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© Mata in parametrarna inom parentesen
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3
0.10.333333
0.20.338333
0.30.348383
0.4 0.363609
0.50.384215

0.6 0.410487

Problem 3

Har tar vi upp en annan differentialekvation dar vi
jamfor resultaten fran berdkningar med olika
steglangder med det exakta vardet. Vi ar intresserade
av vardet for x = 1. Det exakta vardet ar 6,1548 med
fyra decimaler. Med steglangden 0,01 far vi vardet
6,1144 och med steglangden 0,02 far vi vardet 6,0748.

Eleverna kan nu berdkna nu ett nytt béttre varde
utifran dessa varden. Se sid 1.5.

Pa sid 3.3 och 3.4 har vi tabeller och ett diagram for
berakningar med olika steglangder. Be eleverna ocksa
prova Runge Kuttas metod.

@ ' x_virde U exakt  stegl Usteg2 |Esteg3 |Fstegd Csteglangd 1 g

0 2. 2. 2. 2. 2.|steg1 05
0.1 2.21551 2.176  2.182 2.2[2.21387|steg2 0.25
0.2 2.46421 2.328 2376  2.432.46057|steg3 0.1
0.3 274958 2.492  2.63|  2.69302.74355|steg4 0,01
0.4 3.07547 2.704 2.87875 2.99233.06650
0.5/3.44616 3. 3.1875 3.33153 3,4339:
0.63.86636 3.314 3.52813| 3.714683.85000
0.7 434126 3.502 3.8875| 4.146154.32020
0.8/ 4.87662 3.888 4.24063 4.63077 4.85015
0.9/5.47881 4.256 4.78555 5.17384 5.4459

1./6.15485 475 5.32422 5.78123/6.11444
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