Arbeta symboliskt med upprepade
berakningar

| denna aktivitet visar vi hur man kan anvanda
funktionen Ans (sista svar) ndr man utfér upprepade
berdkningar. Funktionen finns idag pa nastan alla
nagorlunda avancerade raknare. Det speciella med
denna aktivitet dr att man nu ocksa kan arbeta med
symboler.

Det handlar alltsa om talféljder och rekursiva
berakningar, som formellt behandlas i kurs 5 men
ingenting hindrar att ni tar upp sadana héar berak-
ningar tidigare. | kurs 1 sa ska eleverna bland annat
syssla med rénta och amortering och berdkningar
inom det omradet kan med foérdel utféras med
upprepade berdkningar.

Problem 1

Vi borjar med ett problem av en typ som &r ganska
vanligt férekommande i s.k. matematiska gator.

B s

Inuti ett slott finns en kista
full av guldmynt. Fér att
komma ut fran slottet
maste du ta dig igenom
fem ddrrar, var och en
skyddad av en vakt. De
later dig passera sa lange
du uppfyller deras krav.
Se bilden. Vad &r det
minsta antalet mynt du
borde ta med dig fran
kistan, sa att du kan
behalla minst ett for dig
sjalv nar du kommer ut
fran slottet?

— For att kunna ga genom dérren maste
du ge mig halften av dina mynt plus ett
halvt mynt.

Forst visar vi hur man kan resonera sig fram genom att

borja fran slutet (en ofta vanlig strategi i matematik).

Vi resonerar oss fram och tittar da pa problemet fran slutet till bérjan.
bm du lyckades komma ut fran slottet med exakt 1 mynt s& maste du ha
haft 3 mynt innan den sista dérren (dérr 5). Halften av 3 mynt + ett halvt
mynt blir ju 2 mynt som du ger till vakten.

Innan dérr 4 s& maste du med samma resonemang ha haft 7 mynt
eftersom halften av 7 mynt + ett halvt mynt blir 4 mynt.

Innan dérr 3 hade du da med samma resonemang 15 mynt eftersom
hélften av 15 mynt + ett halvt mynt blir 8 mynt.

Innan dérr 2 hade du d& 31 mynt och innan den forsta dérren sa maste du
alltsa ha 63 mynt.

Vakterna far alltsa sammanlagt 2 + 4 + 8 + 16 + 32 = 62 mynt och det
stammer ju eftersom du har 1 mynt éver pa slutet och du hade 63 mynt
fran borjan.

Sid 5

Resonera med eleverna hur man kommer fram till det

rekursiva uttrycket i bakldngesberdkningen:
ul(n)=2-ul(n-1)+1

Har har vi lagt in talféljden dar man gor berdkningarna
med start i n=63.

e
97.77 y n () c-u2n -
(1 (n)=2- ul(n—1)+1/0<n<6 20
1 |
uZ(n): . (uZ(nfl)fl) 0<n=<6| © i e
. 2 1. 31.
\\ S 2. . 15
v ,r' 3. 15 7.
L % ¢ 4. 31 3.
25 . e
\.5 ", 5. 63. 1.
_-e” Te._ 6. #UNDEF #U...
- Te--_g X
o2 679 7.#UNDEF #UND...
-18.5 8.#UNDEF #UNDE..
~ 9.#UNDEF #UNDEF |,
Har borjar vi berakningen "bakifran”. “ ’
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Start vid n=0. Andra gérna startvardet “2("):[__ (02(2-1)-1),0n<6
och se hur vardena férandras. v l2
| Rdknare-appen blir det sa har:
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© Har har vi gjort berdkningarna
fran borjan till slutet.

Har ar det symboliska berdkningarna. Om man
bladdrar ner pa sidan sa ser man lésningarna om man
vill ha 2 respektive 0 mynt kvar pa slutet.
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32 32
Problem 2

Har finns ett liknande problem. Manga elever kan
sdkert komma pa egna problem som liknar detta.
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© Om man startar med tvd har man fortfarande 2 kvar efter 7 grihdar.

127 n=2
solve|—+——=2, )

64
Problem 3

lakemedelsdos som avklingar

Du far en dos 1000 mg av en medicin. P3 ett dygn
bryts 75 % ner och du far ett dagligt tillskott pa 300
mg. Hur mycket har du i kroppen efter ett dygn? Efter
1 vecka, efter tva veckor?

Detta problem kan vi visualisera med en rekursiv
talfoljd i appen Grafer. Man matar in uttrycket och
startvarde.

Man kan dra i punkten som representerar startvardet
och se hur kurvan uppfor sig. Man kan ocksa se
vardena i tabellen.

Vid vilket varde verkar mangden medicin stabilisera
sig?

Lat eleverna dra i startpunkten och be dem observera
hur stor mdangden medicin blir efter efterhand. Vilken
roll spelar startdosen?

- ]
1-1E3( n ouln) -
3 - =
P2 ul(n)=ul(n-1)- 0.25+300 W 19036
900
1. 349.84
00; 2. 387.46
-|mu_ 3. 396.865
*T;()u. 4. 399.216
o0 5. 399.804
6. 399.951
400
y, 7. 399.988
i””- 8. 399.997
-iz()u 9. 399.999
100 10. 400. .
6. 8. b '
| — 199.36034115139

Mangden medicin verkar stabilisera sig vid 400 mg
efterhand.

Pa sid 5 generaliserar vi problemet. a ar den
ursprungliga dosen, p star har for den andel som &r

kvar efter ett dygn och b ar det dagliga tillskottet.
| |

a a
a-ptb a pth
(- p+b)- p+b a p2+b- p+1)

{.a-pz-#b- [;J+1]]-p+b a-p3+b- [p2+p+1]

(ﬂ'p3+b' [p2+p+1”-p+b a-p4+b- {p3+p2+p+1]

{_a-p4+b- [p3+p2+p+l}]'p+b ap 54 lp4+p tp +p+1

)
(_a'p5+b- [p4+p3+p2+p+1]_'-p+b ap 64p. tp5+p +p +p +p+1]
)

3

{a'p6+b- [p5+p4+p +p2+p+1}}-p+b ap Tip- {p6+p +p +p +p"+p+1

© termen a- p7 blir férsvinnande liten.

400.037

ap+b [p6+p5+};4+p3+p2+_p+l]lp=0.25 and @=1000 and b=300|

Har tar vi upp formeln for summan av geometrisk
talfoljd. Ta garna upp hur man kommer fram till
Den allmdnna formeln. Brukar behandlas i samband
med berdkningar pa avbetalningar pa skulder t ex.

|
Efter "valdigt lang tid" sa
kommer naturligtvis vardet

Vi far alltsa uttrycket

a~p7+b~(p6+p5+p4+p3+p2+p+‘])

att bli
Den rédmarkerade delen blir valdigt 300
liten och har pa sikt ingen betydelse for »
det sammanlagda vardet. Nu ar den 3
delen: 1000-(0.25)7 » 0.061035 4

eftersom 1/4 upphdjt till ett
stort tal blir ungefar lika
med noll.

Sedan har vi en geometrisk talféljd
som vi kan berdkna summan av.

)

300* ———— » 399.976

[an man anvanda samma
metod med upprepade
berékningar nar det galler
sparande och avbetalning
av skulder?

1
‘]__
4

Vi tar upp detta i Problem 4.

© Texas Instruments 2019

2



Problem 4

Vi fortsatter har tillimpningarna med sparande och
avbetalningar pa Ian. Vi har till denna aktivitet en
extra Nspire-fil for dig som larare. Kan anses som
fordjupning for eleverna. Berakningarna i kalkylarket
ar ocksa exempel pa rekursion.

Ekonomiska tillampningar -

Pa nasta sida visas ett exempel pa sparande. Man sparar a kr varje
ar, rantefaktorn ar p. Pa de sista raderna pa sidan beraknar vi
sedan

- hur stort sparbeloppet &r efter 7 ar

- vilken réntesats man ska ha fér att komma upp i 12 000 kr.

sid 3:

Man kan ocksa géra samma typ av berdkning nér det géller
avbetalningar av ett fast belopp fran en skuld. Lanet l6per pa 7 ar.
- k &r lanebeloppet,

- r ar rantefaktorn

- a ar det belopp vi betalar av skulden med varje ar.

Vi berdknar sedan hur mycket vi ska betala av skulden med varje
ar. Rantefaktorn &r 1,06 och lanebeloppet 100 000 kr. o

P4 sid 2 visar vi hur man bygger upp det langa ut-
trycket for sparat belopp efter 7 ar. Pa de tva sista
raderna sa berdknar vi

e ackumulerat sparbelopp efter 7 ar om man sparar
1000 kr varje ar och rantan ar 10 %.

o vilken ranta ska man ha om man vill komma upp i
12 000 kr Vi loser da en ekvation.

e

a

K K
kra kra
{ker—a)-r—a e
b r2-ard-ra kr3-ar*ara
(k- r3-a-r?-ard-ra krd-a-rP-a-r*-ar-a
(b rt-a -0 r?-a rd-ra kro-art-arP-arP-ara
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St kr7-a¥-aP-art-arP-ar’-ara

(b rO-a P-a e P-a Pa rd-ra
solve(k«r7—n»rﬁ—n»rs—n-r4—a-r3—a-r2—a-wa:0,{) kr!

r5+r5+r4+r3+r+r+l

Irr 17913.5
|r=1.06 and k=100000
6,5,4, 3

rOrdrti S e

| extramaterialet tar vi upp hur man kan arbeta med
symboliska berdkningar i kalkylark. Dar finns
forklarande text till de olika operationerna.

A B c D E

1 a

2 |a*r-b

3 a*"2-b*r-b

4 a*r"3-b*r*2—-b*r-b

5 a*rM-b*r*3—b*r'2-b*r-b

6 a*r\5—b*r*4—b*r'3-b*r*2-b*r-b
7 a*r6—b*r"S—b*rhd—b*r\3-b*r"2..
8
9
0

a*rh7-b*rM6—b*rA5—b*rid—b*rA3..
a*rh8—b*rh7—b*r"6—b*rA5—b*rid..
a*rf9—b*rh8—b*rA7—b*rA6—b*rh5... -

a (‘;14+p3+pz+1;+ 1)-p+a
a (p5+p4+p3+p2+p+ 1'»p+n

el st o) e

(1;54—1; +p +p +p+1

l
5+p4+p3+1,12+p+ 1)
)

7+p6+P5+P4+p3+P +ptl

a pta @ (p+1) =al-r-b
a [p+1) pra (P*P*l)
a~(pz+p+1)~p+n (,,3+p +p+1)
.’l'(p3+p2+1)+1)'p+(l prap3p? +p+1)

11435.9

ﬂ'(p7+P6+P5+p4+P3+P +p+1)‘a 1000 and p=1.1

6,5, 4,3

solve(1000~(p7+p spdptapdap? +p+1) 12000,9) p=1.11323

Pa sid 3 har vi motsvarande berékning for avbetalning
av ett an. Vi loser ut annuiteten symboliskt och berak-
nar sedan annuitetsbeloppet genom att satta in
varden for ranta och lanebelopp.

solve(k- r7 —a- rﬁfa- rsfa- r4*a- r3*a- rzfa- ;Fa=0,a)

kr7

r6+r5+r4+r3+r' +r+l

a=

el 17913.5
[r=1.06 and k=100000

r6+r5+r4 +r3+r “+r+l
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