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  Mathematische Experimente in der Optik 
Dr. Alfred Roulier


Mit seiner reichen Funktionspalette ermöglicht der 
TI-NspireTM CAS einen mathematisch-


experimentellen Zugang zur geometrischen Optik. Wir be-
sprechen nachfolgend das Zusammenführen (Fokussieren) 
von Strahlen und entwickeln ein Werkzeug, mit welchem der 
Strahlengang durch optische Grenzflächen berechnet wer-
den kann. Damit kann man dann beispielsweise Lin-
sen(systeme) und ihre Abbildungseigenschaften untersu-
chen.  


Als Vorkenntnisse sind die Vektorrechnung und das Bre-
chungsgesetz nötig. Die TI-NspireTM CAS Unterlagen zu 
den genannten Themen sind in den Problemen 1 und 2 des 
Dokuments  optexp 1 Teil.tns  enthalten: 


Problem 1 : Fokussieren 
Eine zwingende Eigenschaft optischer Systeme ist die Fä-
higkeit, Strahlen zu bündeln. Dabei stellt sich die Frage, 
welche Form dazu die optischen Grenzflächen haben müs-
sen. Zur Beantwortung betrachten wir zunächst folgende 
Ausgangslage : 


 
Abb. 1 


Ein Lichtstrahl gehe von  A  aus und treffe eine Glasfläche 
bei  P. Er werde dort gebrochen und erreiche  B.  P sei 
variabel und habe die Koordinaten  (x|y)  mit Ursprung in O, 
d.h. wir beschränken uns auf 2 Dimensionen. 


Die entscheidende und auch fundamentale physikalische 
Überlegung ist diese: Es werden dann alle von A ausge-
henden Strahlen in B gesammelt, wenn jeder Strahl die 
gleiche Laufzeit von A über P nach B hat. Die Lichtge-
schwindigkeit in Luft ist c, in Glas aber c/n. Die genannte 
Bedingung lautet somit: 


s1/c + n s2/c = konstant (1) 
Wir multiplizieren mit  c, setzen  AO = -a  und  OB = b  und 
erhalten so die Gleichung 


 y2 + (x − a)2 + n y2 + (b − x)2 = k  (2) 
Die Konstante  k  folgt aus dem Fall  x = y = 0  und beträgt  
k = n·b - a. Somit lautet die Funktionsgleichung der Grenz-
kontur 


 f(x,y) = y2 + (x − a)2 + n y2 + (b − x)2 − nb + a  (3) 
Dies ist eine ziemlich komplizierte implizite Form 4. Ord-
nung. Um Werte  y  in Funktion von Werten  x  zu erhalten 
müssen wir die Gleichung  f(x,y) = 0  lösen. Das erledigen 
wir im Programm  fläche(a,b,n)   numerisch über den Be-


fehl  zeros(…)  und erzeugen eine Liste von 20 Punkten 
{x[i],y[i]}. Als Beispiel wählen wir  a = -10, b = 20 und  
n = 1.5  und bilden die Liste als Streu-Plot in Abb. 3 ab. 


 
Abb. 2 


 
Abb. 3:  fläche(-10,20,1.5) 


Optische Linsen mit der exakten Form sind schwierig herzu-
stellen. Deshalb behilft man sich mit Kugelflächen (sphäri-
sche Linsen) als Näherung für Strahlen nahe der optischen 
Achse.  


Kugelflächen mit welchem Radius ?  
Die Krümmung im Punkt {0,0} kann man zwar differential-
geometrisch aus (3) bestimmen. Aber dieses Werkzeug 
steht wahrscheinlich noch nicht zur Verfügung. Daher wird 
folgender Weg vorgeschlagen: 


Der optische Weg von m A  nach  B  soll, wie oben gesagt, 
über  P  gleich lang sein wie längs der optischen Achse über 
OQC.  


s1 + n s2 = AO + n OQ + n QB (4) 
Weil wir für die Näherung nur Punkte  P  nahe der optischen 
Achse betrachten, so dass  h << s1  und  s2  ist, nutzen wir 
die Beziehung  (1 + ε)n ≈ 1+ n ε  für kleine  ε. Damit und mit  
PC = R  lauten die rechten Summanden : 


 
OQ = R − R2 − h2 = R −R 1− h2


R2 ≈ R −R(1− h2


2R2 ) = h2


2R
 (5) 
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QB = s2


2 − h2 = s2 1− h2


s2
2 ≈ s2(1− h2


2s2
2 ) = s2 −


h2


2s2


 (6) 


 
AO = AQ − OQ = s1


2 − h2 − h2


2R
≈ s1 −


h2


2s1


− h2


2R
 (7) 


(5) - (7) in (4) eingesetzt und umgruppiert ergibt: 


 


1
s1


+ n
s2


= n −1
R


 (8) 


Weil diese Beziehung für alle Punkte  P  nahe an der opti-
schen Achse gilt, also auch für diese selbst, kann man  s1  
durch  -a  und  s2  durch  b  ersetzen und erhält für den 
Radius des Näherungskreises 


 
R = ab(n −1)


na − b
, 


mit den in Abb. 3 verwendeten Zahlen R = 2,86.  


Der hier untersuchte Sachverhalt ist in der Fotopraxis wohl-
bekannt: man arbeitet mit kleinen Blenden, wenn Tiefen-
schärfe verlangt ist, was nichts anderes bedeutet, als dass 
man sich auf den Bereich beschränkt, wo die Kugelfläche 
nur unwesentlich von der wahren Kontur abweicht. 


Problem 2 : Brechung 
Wir studieren als nächstes die Lichtbrechung an koaxialen, 
sphärischen Grenzflächen in 3 Dimensionen.  


Ein Lichtstrahl gehe von  P  aus mit den Richtungskompo-
nenten  rp. Er treffe in  Q  auf die Grenzfläche, werde zur 
dortigen Normalen  rn  hin dem Brechungsgesetz entspre-
chend abgelenkt und laufe weiter mit den Richtungskompo-
nenten  rq. Unser Ziel ist, den Punkt  Q  und den Vektor  rq  
zu berechnen. 


 
Abb. 4 


Diesen Vorgang betrachten wir als Modul, das längs eines 
optischen Systems mehrmals hintereinander angewendet 


werden kann. Daher ist im Ordner  MyLib  das Dokument  
geomoptik.tns  abgespeichert. Es enthält das Programmn  
grundmodul(kp,rp,ksp,rad,n1,n2,ind), welches in Pro-
grammen zur Systemberechnung als Unterprogramm mit 
dem Befehl  geomoptik\grundmodul(…)  aufgerufen werden 
kann. Dieses Programm erklären wir nun Schritt für Schritt 
(siehe Tabelle am Ende des Artikels). 


Wir können nun mit dem Grundmodul die im Zahlenbeispiel 
des Problems 1  untersuchte Annäherung der idealen 
Grenzflächenform durch eine Kugelfläche quantifizieren, 
d.h. mit anderen Worten das Ausmass der sphärischen 
Aberration erfassen. 


In der in  Abb. 1  dargestellten Situation sollen 3 Strahlen 
vom Punkt  A(-10|0|0)  auf der optischen Achse ausgehen, 
und wir prüfen, ob sie sich im Punkt  B(20|0|0)  vereinigen. 
Die 3 Strahlen sollen die Abgangswinkel  0.57, 1.43  und  
6.95  Grad haben, so dass sie die Kugelfläche ungefähr bei  
0.1, 0.25  und  1.25  über der optischen Achse treffen. Der 
Kugelradius sei, wie in Problem 1 berechnet  2.86, der Bre-
chungsindex  1.5. Mit den im Grundmodul verwendeten 
Bezeichnungen liegt dann der Schnittpunkt des gebroche-
nen Strahls mit der optischen Achse bei  x = 
kq[3]*rq[1]/rq[3]. 


Die 3 Berechnungen sind in Abbildung 5 am Ende des Arti-
kels dargestellt. 


Wie erwartet werden Strahlen mit grossem Abgangswinkel 
stärker gebrochen, weil, wie Abb. 3 zeigt, sich dann die 
stärkere Krümmung der Kugelfläche gegenüber der idealen 
Kontur deutlich auswirkt. In unserem Beispiel würden Blen-
den mit einem Radius  < 10 – 15 %  des Kugelradius noch 
gute Resultate zulassen. 


Wir sind nun in der Lage, den Strahlengang durch beliebige 
Systeme mit sphärischen Flächen zu berechnen, indem wir 
das Grundmodul so oft hintereinander anwenden wie 
Grenzflächen vorgegeben sind. In einem 2. Teil werden wir 
derart den Strahlengang durch eine Linse berechnen und 
damit den Abbildungsvorgang  untersuchen. 


Beilagen: 
Zusammen mit der Online-Version dieses Artikels können 
Sie die TI-NspireTM CAS Dokumente  optexp 1.Teil.tns  und  
geomoptik.tns  von der Materialdatenbank herunterladen. 


Autor 
Dr. Alfred Roulier, Neuenegg (CH) 
a.roulier@bluewin.ch 
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Programmschritte Kommentar 


Define LibPub grundmodul(kp,rp,ksp,rad,n1,n2,ind)= 
Prgm 


kp ist die 3-spaltige Liste der Koordinaten von P, rp jene der Rich-
tungskoeffizienten. ksp ist der Scheitelpunkt der Kugelfläche auf der 
x-Achse, rad deren Radius. n1 ist der Brechungsindex vor, n2 jener 
nach der Grenzfläche. ind ist der Krümmungsindex,  -1 im konve-
xen, +1 im konkaven Fall. 


kz:={ksp-ind*rad,0,0} 
lsg:=zeros(dotP({kp+lamb*rp-kz},{kp+lamb*rp-kz})-
rad^(2),lamb) 


Die Koordinaten kq des Schnittpunkts Q werden berechnet. kz sind 
die Koordinaten des Kugelzentrums Z. 
Das Skalarprodukt der Vektorsumme OP+PQ-OZ mit sich selbst 
muss rad2 ergeben. Die Länge des Vektors PQ ist zunächst unbe-
kannt, und die Variable lamb wird daher im Befehl zeros(…) be-
rechnet.  


If ind=−1 Then 
  kq:=kp+rp*min(lsg[1],lsg[2]) 
Else  kq:=kp+rp*max(lsg[1],lsg[2]) 
EndIf  


Weil es 2 Durchstosspunkte durch eine Kugel gibt, ist lsg eine Liste 
mit 2 Elementen. Im Fall „konvex“ muss man den kleineren Wert 
nehmen, andernfalls den grösseren. 


 
 
rn := (kq − kz)


dotP({kq − kz},{kq − kz})
  Nun werden die Richtungskomponenten rn der Kugelnormalen in Q 


ermittelt. 


w1:=ArcCos(dotP(rp,ind*rn))  
Aus dem Skalarprodukt der Richtungskomponenten rp und rn kann 
man den Winkel w1 ableiten. Mit ind wird dabei das richtige Vorzei-
chen von rn sichergestellt. 


w2:=ArcSin(n1*sin(w1)/n2) Der Winkel w2 nach der Brechung.  


a1:=xx-ind*rn[1]-k*rp[1] 
a2:=yy-ind*rn[2]-k*rp[2] 
a3:=zz-ind*rn[3]-k*rp[3] 
a4:=(xx*ind*rn[1]+yy*ind*rn[2]+zz*ind*rn[3])^(2)-
(xx^(2)+yy^(2)+zz^(2))*(cos(w2))^(2) 
lsg:=zeros({a1,a2,a3,a4},{xx,yy,zz,k})  


Schliesslich folgen die normierten Richtungskomponenten xx, yy,zz 
des Vektors  rq nach der Brechung. Aus den Bedingungen  
(1) die Vektoren rp, rn und rq liegen in einer Ebene, d.h. 
      k*rp = rn + rq    und  
(2) die Vektoren rn und rq schliessen den Winkel w2 ein  
ergeben sich 4 Gleichungen für die Richtungskomponenten von rq 
und den (unwesentlichen) Parameter k.  


If ind=−1 Then 
  hh := lsg[1,1]2 + lsg[1,2]2 + lsg[1,3]2  


 
 
rq := lsg[1,1]


hh
, lsg[1,2]


hh
, lsg[1,3]


hh
⎧
⎨
⎩


⎫
⎬
⎭


 


Else  hh := lsg[2,1]2 + lsg[2,2]2 + lsg[2,3]2  


 
 
rq := −lsg[2,1]


hh
, −lsg[2,2]


hh
, −lsg[2,3]


hh
⎧
⎨
⎩


⎫
⎬
⎭


  


EndIf    EndPrgm 


 
Wiederum muss man die Fälle „konvex“ und „konkav“ unterschei-
den. hh ist eine Hilfsgrösse. 
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 Abb. 5 


 







