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}Saturnmonde Janus und Epimetheus 
Dr. Alfred Roulier


Situation 
Im Abstand von ca. 150'000 km umkreisen auf an-
nähernd Kreisbahnen zwei kleine Monde den Plane-


ten Saturn, Janus (∅ 179 km) und Epimetheus (∅ 113 km). 
Ihre Bahnradien unterscheiden sich um nur 50 km. Weil der 
innere Mond gemäß dem 3. Keplerschen Gesetz etwas 
schneller läuft, holt er den äußeren in ca. 4 Jahren ein. Ei-
gentlich sollte nun eine Kollision erfolgen, aber die beiden 
vollführen innerhalb von 100 Tagen ein Kreuzungsmanöver. 
Der innere Mond wechselt nach außen, der äußere nach 
innen. Sie kommen sich nie näher als 10'000 km.  


Wir wollen die Himmelsmechanik dieses Phänomens be-
rechnen. Dazu werden vereinfachend reine Kreisbahnen der 
Monde (die Bahnexzentrizitäten sind kleiner 10-2) und ein 
ruhender Saturn (seine Masse ist mehr als 108-mal grösser 
als jene der Monde) angenommen. 


Drehimpuls- und Energieerhaltung 
Aus der Literatur entnehmen wir folgende Werte: 
§  Gravitationskonstante  G = 4.979·10-10 km3kg-1d-2 
§  Masse Saturn  ms = 5.68·1026 kg 
§  Masse Janus mj = 1.912·1018 kg 
§  Masse Epimetheus me = 5.304·1017 kg 
§  Anfangsabstände 


Janus - Saturn  rj  = 1.51472·105 km 
Epimetheus - Saturn  re = rj - 50 km 


Aus den Mondmassen und den Bahnradien kann man den 
Gesamtdrehimpuls  I  und die Rotationsenergie  E  berech-
nen. Zwischen der Winkelgeschwindigkeit  ω  eines Mondes 
und seinem Bahnradius  r  im Schwerefeld des Saturns 
besteht die Beziehung  


𝜔 =
𝐺 ∙𝑚!


𝑟!
 


(Gravitationskraft entspricht der Zentripetalkraft). Somit 
ergibt sich für den Drehimpuls und für die Rotationsenergie: 


𝐼 = 𝑚! ∙ 𝑟!! ∙ 𝜔! +𝑚! ∙ 𝑟!! ∙ 𝜔!     
= 5.055 · 10!"  𝑘𝑔 · 𝑘𝑚! · 𝑑!!   


𝐸 = 𝑚! ∙ 𝑟!! ∙ 𝜔!! +𝑚! ∙ 𝑟!! ∙ 𝜔!!       
= 2.280 · 10!"  𝑘𝑔 · 𝑘𝑚! · 𝑑!! 


Es bietet sich nun an, zu prüfen, ob es unter Erhaltung von 
Drehimpuls und Energie ein anderes Bahnpaar mit Radien  
xj  und  xe  gibt. Dazu sind zwei quadratische Gleichungen 
für diese Variablen zu lösen. In der Tat erfüllen 2 Radien-
Paare die Erhaltungsbedingung, nämlich {xj1 = rj, xe1 = rj -
 50}, unsere Anfangswerte, und {xj2 = rj - 22, xe2 = rj + 28}, 
die Bahnen nach der Kreuzung. Die Monde tauschen dem-
nach nicht exakt ihre Bahnen. Das würden sie nur tun, wenn 
ihre Massen identisch wären. Hingegen sind nach 2 Kreu-
zungsmanövern die Bahnen wieder gleich. 


 


Diesen Tatbestand hat 1990 ein Team „Jugend forscht“ aus 
Deutschland ebenfalls festgestellt.  http://www.jugend-
forscht.de/projektdatenbank/berechnung-und-simulation-der-
bewegung-der-koorbitalen-saturnmonde-janus-1980-s1-und-
epimetheus-1980-s3.html 
„Im Gegensatz zur existierenden Literatur stellten die Jung-
forscher fest, dass bei dem ersten Aufeinandertreffen der 
innere Mond zum äußeren wird und umgekehrt – allerdings 
tauschen die Monde ihre Bahnen nicht exakt aus. Beim 
zweiten Zusammentreffen nehmen die Monde dann wieder 
ihre ursprünglichen Bahnradien ein.“  


Das Kreuzungsmanöver 
Bei der Berechnung des Kreuzungsmanövers als ebenes 
Dreikörperproblem sind Schwierigkeiten zu erwarten: Die 
Integration erstreckt sich über viele Mondumläufe; denn das 
Kreuzungsmanöver dauert ca. 100, die Umlaufsdauer aber 
nur ca. 0.7 Tage. Daher die Idee, die gegenseitige Beein-
flussung von  J  und  E  in einem mit Winkelgeschwindigkeit  
ω  mitrotierenden Koordinatensystem zu untersuchen. Dabei 
soll z.B. Janus in Ruhe bleiben, also 


𝜔 =
G ∙m!


r!!
= 9.021 ∙ d!! 


Auf die Monde wirken im rotierenden Koordinatensystem 4 
Kräfte, nämlich  (i) Anziehungskraft des Saturns KS, (ii) Zent-
rifugalkraft zufolge der Rotation des Bezugssystems Kz, 
(iii) Corioliskraft Kc und (iv) gegenseitige Anziehung der 
Monde Km. Weil  Ks ≅ Kz >> Km, tauchen die interessieren-
den Unterschiede erst viele Stellen nach dem Komma auf. 
Man könnte nun über eine Reihenentwicklung von  Ks + Kz  
die Saturnmasse näherungsweise „kürzen“. Es hat sich aber 
gezeigt, dass TI-NspireTM die Differentialgleichungen ohne 
diese Maßnahme problemlos löst.  


Der Kraftvektor  Km  bewirkt eine radiale Beschleunigung, für 
den äußeren Mond nach innen und für den inneren Mond 
nach außen. Zwar erzeugt  Km  beim äußeren Mond eine 
Verlangsamung, aber Saturn mischt mit, und sorgt über das 
3. Keplersche Gesetz netto für eine Zunahme der Tangenti-
algeschwindigkeit; gegengleich für den inneren Mond. 


Differentialgleichungen 
Die 4 Kräfte, welche beispielsweise auf den Mond Janus 
wirken (für Epimetheus mit entsprechendem Index), sind 


𝐾! = −
𝐺 ∙m! ∙m!  


𝑥!
! ∙


𝑥!
𝑥!


 


𝐾! = m! ∙ 𝜔!! ∙   𝑥! 


𝐾! = 2 ∙m! ∙ (x!×ω!) 


𝐾! =
𝐺 ∙m! ∙m!  


𝑥! − 𝑥!
! ∙


𝑥! − 𝑥!
𝑥! − 𝑥!


 


Das Vektorprodukt im Ausdruck für die Corioliskraft ergibt 


x!×ω! = [ω ∙ vy!,−ω ∙ vx!, 0] 
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Damit ergeben sich folgende 8 Differentialgleichungen: 


𝑑𝑥!
𝑑𝑡


= 𝑣𝑥!                   
𝑑𝑦!
𝑑𝑡


= 𝑣𝑦! 


𝑑𝑣𝑥!
𝑑𝑡


= 2 ∙ 𝑣𝑦! ∙ 𝜔 + 𝑥! ∙ 𝜔!  


                                  −
𝐺 ∙𝑚! ∙ 𝑥!
𝑥!! + 𝑦!!


!/! +
𝐺 ∙𝑚!    ∙ (𝑥! − 𝑥!)


𝑥! − 𝑥!
!
+ 𝑦! − 𝑦!


! !/!   


𝑑𝑣𝑦!
𝑑𝑡


= −2 ∙ 𝑣𝑥! ∙ 𝜔+𝑦! ∙ 𝜔!  


                                  −
𝐺 ∙𝑚! ∙ 𝑦!
𝑥!! + 𝑦!!


!/! +
𝐺 ∙𝑚!    ∙ (𝑦! − 𝑦!)


𝑥! − 𝑥!
!
+ 𝑦! − 𝑦!


! !/! 


weitere 4 Differentialgleichungen analog mit Index  e  anstel-
le von  j  und umgekehrt. 


Anfangsbedingungen 
Janus sei zu Beginn im rotierenden Bezugssystem in Ruhe, 
also  vxj(0) = vyj(0) = 0. Sein Ort sei bei  xj(0) = 0, yj(0) = rj. 


Epimetheus dreht sich etwas schneller um Saturn als Janus.  


𝜔! =
G ∙m!


(r! − 50)!
= 9.02638  d!! 


Das Kreuzungsmanöver dauert ca. T = 100 Tage. Somit soll 
Epimetheus zu Beginn um den Winkel  ϕ = T/2⋅(ωe -
 ω) = 0.223466  zurückliegen. Der Abstand Epimetheus - 
Saturn ist  d = -50 km  kürzer. Die Anfangskoordinaten be-
tragen dann: 


𝑥!(0) = 𝑟! + 𝑑 ∗ cos
𝜋
2
− 𝜑 = 33534  km 


𝑦! 0 = 𝑟! + 𝑑 ∗ sin
𝜋
2
− 𝜑 = 147645 km 


Die Anfangsgeschwindigkeitskomponenten sind 


𝑣𝑥! 0 = 𝑟! + 𝑑 ∙ (𝜔! − 𝜔) ∙ cos 𝜋 − 𝜑
= 659.87  km ∙ d!! 


𝑣𝑦! 0 = 𝑟! + 𝑑 ∙ 𝜔! − 𝜔 ∙ sin 𝜋 − 𝜑
= 149.96  km ∙ d!! 


Simulation 
TI-NspireTM löst die 8 gekoppelten Differentialgleichungen 
rasch und genau. Man öffnet einen Graphen, wählt unter 
Eingabe „7 Differentialgleichung“ und trägt die 8 Gleichun-
gen sowie die Anfangswerte ein. Als Resultat erhält man 8 
Interpolationsfunktionen. Der Rechner gibt ihnen automa-
tisch einen Namen, beispielsweise für die x-Koordinate von 
Janus de1.y5_01(). Man kann mit diesen zwar weitere Be-
rechnungen ausführen, aber nur mühsam; denn bei jeder 
Anwendung werden sie neu erzeugt. Man kommt besser 
voran, wenn man sie zuerst in eine Liste „auspackt“: 


Abb.1 


Wir erwarten für den Abstand zwischen  J  und  E  ein Trog-
profil mit einem Minimum von ca. 10'000 km nach ca. 50 
Tagen und dass die Abstände Mond - Saturn in Funktion der 
Zeit zwei sich kreuzende Kurven zeigen. Genau dies ist der 
Fall: 


Abb.2 


Abb. 3 


Die Abstände erreichen asymptotisch die im Abschnitt Im-
puls- und Energieerhaltung berechneten Werte. Aus Kreis-
bahnen werden wieder Kreisbahnen. In Wirklichkeit sind die 
Bahnen schwach elliptisch. Der Aufwand, diesbezüglich 
genauer zu rechnen, lohnt sich indessen nicht; die wesentli-
chen physikalischen Zusammenhänge sind anhand der 
Kreisbahnen hinreichend klargelegt worden. 
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