» Einfiihrung in die Analysis

% Vorbemerkung

Mit der Reduzierung der Schulzeit auf 12 Jahre
bis zum Abitur kommt der Klassenstufe 10 eine zentrale
Stellung zwischen Mittel- und Oberstufe zu. Das verlangt,
insbesondere in der Analysis, eine Konzentration auf die
Kernideen.

Ein Zugang kann Schilerinnen und Schiilern Gber die mittle-
re und lokale Anderungsrate erdffnet werden, wie bspw. im
niedersachsischen Kerncurriculum vorgegeben. Aus der
Beschreibung und Interpretation mittlerer Anderungsraten
und Sekantensteigungen in funktionalen Zusammenhangen
erwachst ein Verstandnis zentraler Zusammenhange.

Bevor im Unterricht mit Anderungsraten bei Funktionen mit
zusammenhangendem Definitionsbereich und gegebener
Funktionsgleichung gearbeitet wird, sollte man sich vorher
mit diskreten Messreihen, die zu Listen zusammengefasst
werden, befassen. Zum Beispiel lasst sich dabei der Begriff
der durchschnittlichen Anderungsrate (z.B. als Durch-
schnittsgeschwindigkeit) erarbeiten. Eine Anpassung der
Messdaten an einen konkreten Funktionstyp (bspw. mittels
Regression) kénnte dann als Uberleitung auf die nachfol-
gend beschriebenen Problemstellungen dienen.

Approximation von Ableitungen durch
Sekantensteigungsfunktionen

(1) Die Anderungsratenfunktion zu einer gegebenen Funkti-
onsgleichung soll in Abhangigkeit von der Schrittweite h
ermittelt werden. Durch Wahl ,kleiner” Werte fiir h wird ein
Verstandnis fur die Ableitungsfunktion vorbereitet.

(2) Zusammenhange zwischen den Grafen der Anderungs-
ratenfunktion und der gegebenen Ausgangsfunktion kénnen
schon erkannt werden, wenn h ,sehr klein“ gewahlt wird.

Aufgabenstellung

Die Flughéhe eines Flugkorpers werde in Abhangigkeit von

der Zeit beschrieben durch die Funktionsgleichung (f(t) in

km, t in Minuten):
f(t):it3—1—5t2+3t+4—3 mit 0 <t<30
640 320 10 20

a) Stelle die Funktion grafisch dar.

b) Bestimme die Anderungsratenfunktion mit einer varia-
blen Zeitspanne h fiir die zu bestimmenden Ande-
rungsraten. Vergleiche den zugehdérigen Grafen fir
h=0,01 mit dem aus Teil a) und beschreibe die Zu-
sammenhange.

c) Ermittle tabellarisch Werte fiir die Anderungsratenfunk-
tion in Abhangigkeit von h. Die t-Werte in der Tabelle
sollen einen Abstand von 0,5 Einheiten haben.
Bestimme aus diesen Werten fir h = 0,01 durch ge-

eignete Regression eine Naherung und vergleiche das
Ergebnis mit der gegebenen Funktionsgleichung.
Weiterer moglicher Zusatz
d) Versuche am Beispiel der gegebenen Funktion Zu-
sammenhange darzustellen zwischen den Sekanten-
steigungen (durchschnittliche Anderungsraten) und
den Tangentensteigungen (lokale Anderungsraten).

Verwendung des TI-NspireTNI mit und ohne CAS

Der TI—NspireTM bietet die Moglichkeit, innerhalb eines Do-
kumentes Probleme als Ganzes abzuspeichern. Terme und
Funktionen kénnen auf einer ,Calculator” Seite dargestellt
werden, dazu kommt eine Grafikseite und ein Tabellenblatt,
eventuell noch eine Textseite fur Aufgabenstellungen und
Hinweise. Namen von Variablen gelten im Regelfall nur
lokal innerhalb eines Problems. Losungen gehen bei ge-
schickter Dokumentenstruktur nicht verloren, erarbeitete
Lésungen lassen sich nachtraglich erweitern. Die Dokumen-
te kénnen auch mit der entsprechenden TI-NspireT'\’I Com-
puterversion als Ganzes bearbeitet und gespeichert werden.
Die hier gegebenen Losungshinweise beriicksichtigen diese
Organisationsstruktur.

Das nachfolgende Beispiel ist auch mit der ,NON CAS*
Version des TI-NspireTM zu bearbeiten, es fehlt dann aller-
dings die algebraische Darstellung der Ableitungs- und
Sekantensteigungsfunktionen, die sich aber durch die ent-
sprechenden numerischen Befehle ersetzen lassen. Terme
und Funktionen mit mehreren Parametern sind auch bei den
TI—NspireTM Grafikrechnern definierbar und kénnen fir kon-
krete Werte aufgerufen werden. Damit sind sie tber Tabel-
len zu bearbeiten (,variabel” zu tabellieren).

Losungshinweise zu Teil a) und b)

‘l 2.2 l 2 I 2.4 I 3.1 |PBOG APPRX REELL -
-

Die Flughéhe eines Flugkdrpers werde
beschrieben in Abhangigkeit von der Zeit
durch die folgende Funktionsgleichung:

fl)-—Lp 122,28 (g
640 320 10 20

f in km, #£in Minuten

a) Stelle die Funktion grafisch dar. L

Abb.1: ,Notes” Seite mit der Aufgabenstellung (ggf. kopiert aus
der Textverarbeitung)
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f(t) 0.001563-£% —0.046875£2+0.3-£+2.15

f(t+h)—j{f) ->m(r, h) Fertig
b
m(t,0.0 1) 0.004688-(!2—19.99-!+63.9)
_ex_nand{mff Q 01]‘] ~i
15415

Abb. 2: ,Calculator” Seite mit ersten Ansétzen
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Abb. 3: Grafikseite im Spurmodus ,simultan®

PEOG APPRX REELL [ ]
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Abb. 4

Die Extremstellen (hier zum Hoch- und Tiefpunkt) liegen in
der Nahe der Nullstellen der Anderungsratenfunktion. Hier
kénnen erste Zusammenhange zwischen Ableitungsgraf,
angenahert durch die Anderungsratenfunktion mit kleiner
Schrittweite (h=0,01), und der Ausgangsfunktion erkannt
werden.

Losungshinweis zu Teil c):

expand(m(I,0.0 1))
0.004688+°~0.093703-£+0.29953 1

A420) 11.15
0.01 =7 0.01
v
15799

Abb. 5: h =0.01 gesetzt.

Werte fir drei Sekantensteigungsfunktionen werden nach-
folgend auf dem Tabellenblatt berechnet.

Ay By Sy Dy[3 E
. =mxL'h) |=mixl (h)/10)|=mixl,'h/100)
1 0.] 0.299531 0.299953 0.299995
2 0.5 0.253852 0.254252 0.254292
3 1.] 0.210516 0.210895 0.210933
4 1.5| 0.169524 0.169882 0.169918
5 2.| 0.130875 0131213 0.131246
6 2.5 0.09457 0.094887 0.094918
7 3| 0.06061 0.060905 0.060934
8 sloooraon|  gooooesl  no290aa
Abb. 6

Abb. 6 zeigt die Sekantensteigungen in 3 GréRenordnun-
gen, namlich mit h = 0,01 fir h, h/10 und h/100. Darge-
stellt ist ein Ausschnitt der Tabelle (Computer-
Normalansicht), die xl - Liste reicht bis x = 30.

% 1: Aktionen M:, [+ 1= Akfonen W~
lf»s 2: Zahl — E - o E
x= 3: Algebra B 0 )
F‘/ 4: Analysis L n}.,_,_“,)) ‘
® S: Wahrscheinlichkeit Mo icaa )
hES e 1: Statistische Berechnungen... . c Fanungen... |
i3 7: Matrix uf2: Statistikergebnisse 8: Regression Crdnung
$¢ 8: Finanzer3: Listen Mathe g 9: Potenzregression »
§4 9: Funktion|4: Listenoperationen ) A:Expenentielle Regression )
@ A:Tipps |5 Verteilungen... g F: Logarithmische Regres: »
Al 5: Konfidenzintervalle... ) C:Sinustormige Hegres ... )
7: Statistische Tests... L D:Logistiscne Regression (d=0) |.., )
0.01=4 D E:Logistizche Regression (d#0) |
1] F: Lineare Mechrfacregression &~
N 15199 C:Kerrelationsmatrix 759 |
Abb. 7 Abb. 8: Quadratische Regression
kQuadReg xi i, 1 CopyVar stat. RegEgn,abl: s¥
"Titel" "Quadratische Regression"
"RegEqn" "a*x 2+b*x+c"
"a 0.004688
"B -0.093703
et 0.299531
n R2 " l
L ||Resid|| n {---} n ]

abilx) 0.004688-x2-0.093703-x+0.29953 1

Z (4]

0.004688-x% —0.09375-x+0.3

| S
10@9d|

Abb. 9: Quadratische Regression

Der Term zu ,abl(x)* wurde mittels Regression aus den
Listen xI und yl (vgl. Abb. 6 oben) ermittelt. ,abl(x)“ und
die exakte Ableitung liegen ,nahe“ beieinander (vgl. Werte
in der Tabelle).

Die Approximation kann man verbessern, wenn man fir die
Regression anstelle der Liste yl die Listen yl2 oder yl3
auswabhlt.

Losungshinweis zu Teil d)

Zunachst wird der ,Ausgangspunkt A auf dem Grafen von
f einer Sekante gewahlt. Die Angabe der Abszisse dieses
Punktes und die Sekantensteigungen aller Sekanten durch
A werden abhangig von der Schrittweite h berechnet:
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32 [BEBAE)ES] eoc Arprxreel
ml20,4) 0.300469 1
DelVar & Fertig
m(20,4] 0.001563- (2 +30.-1+192.)
lira ((20,2)) 0.3
R0
M(QO,U) undef
| —

20199

Abb. 10

In der Abb.10 werden die Moglichkeiten des CAS gezeigt fur
den Punkt des Grafen mit der Abszisse 20. Fur die Sekan-
tensteigungsfunktion ist der Grenzwert der Sekantenstei-
gungsfunktion berechenbar (Tangentensteigung), der zuge-
horige Funktionswert der Sekantensteigungsfunktion exi-
stiert nicht. Die Sekantensteigungsfunktion ist eine Parabel
»n h* in den fir unser Problem mafgeblichen kleinen h
Werten ist das nicht zu erkennen. Man musste dazu eine
andere Fenstereinstellung nehmen.

BOG APPRX REELL ]
13(x}=m(20x) i1
 r—
X-Skalat [ 01 |
YMin: ]7 x x
0.2 YMax: |4 0.1 0 i
I E— r
R o= ] ”
Abb. 11 Abb. 12
{[E2EE)EAY =5 | BOG APPRX REELL |
J=m(20,x] 1 X
0.4 n x
0. 0.01 ¢ 0.4
» 1 #2:(0.02,0.301)
Abb. 13
{B2)EE)Ea) 35 | BoG APPryREELL
J=m(20,x) 11 X
0.4 X
0.1 0.01 0.4
» f
Abb. 14

Die grafischen Darstellungen belegen die ,Calculator Er-
gebnisse oben. Die Tangentensteigung ist als ,Lickenwert"
an der Stelle 0 im Spurmodus gut zu veranschaulichen. Bei
Verwendung des TI-NspireT'VI in der GTR-Version (NON
CAS) sind die grafischen Méglichkeiten in d) ebenfalls um-
setzbar.

Uberholvorgang bei zwei Radfahrern

Hier geht es um ein ,einfaches” Beispiel, bei dem ein Riick-
schluss von der Ableitung (lokale Anderungsratenfunktion)
auf die Ausgangsfunktion erfolgt. Es handelt sich um eine
offene Aufgabenstellung fir den Unterricht.

Aufgabenstellung

Ein Radfahrer A fahrt mit gleichbleibender Geschwindigkeit
von 5 m/sec. Radfahrer B startet zum Zeitpunkt 0 sec
und versucht, den vor ihm fahrenden Radfahrer zu Uberho-
len. Dabei beschleunigt er in 4 sec von 0 m/sec auf 7
m/sec. Die Geschwindigkeits-Zeitfunktion fir den ersten
Abschnitt bis 4 sec werde definiert durch die Gleichung

7
v(t)=—-t
="
Danach fahrt er konstant 7 m/sec.

Losungshinweise

Zunachst werden drei Seiten angelegt: ,Notes“ mit dem
Aufgabentext (Seite 1.1 — ahnlich wie in Abb.1), ,Calculator”
und ,Graphs...* .

Die gesamte Geschwindigkeitsfunktion fir Radfahrer B wird
nun dargestellt:

BOG AUTO REELL

=
Stuckweise definierte Funktion
Anzahl der Funktionsstiicke
%)
9

079
Abb. 16
] = ) BOG APPRY REELL ik
la, £<0 Fertig ©
L. osr<a sald)
4
|7, 24
S A'L'ﬂ(f) Ferfig
|
75
Abb. 17 Abb. 18

Die Abbildungen 15 - 18 zeigen die Definitionen zu den
beiden Geschwindigkeitsfunktionen.
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Der Abbildung 24 ist zu entnehmen: Das rechtwinklige Drei-
eck hat den Flacheninhalt 14 (siehe angezeigte Punktkoor-
dinaten bei f2).

Imml 1.3 ]
b TV

K '.,x':—va(x)

£2(x)=vblx]

BOG APPRY REELL [

¥ *

(%Al

& (5]
- : 2:(6,55

: )
» (7-3(6.7)
Abb. 25

>

Fir Radfahrer B setzt sich die zurlickgelegte Weglange fir
X 24 aus einem Dreieck vom Flacheninhalt 14 und einem
sich verandernden Rechteckflacheninhalt mit der einen
Kantenlange: t- 4.

Daraus ergeben sich die folgenden Weg-Zeit-Funktionen:

Abb. 19
B Aenen YlapprereeLl @ RBN | Fenstereinsteingen 8
5 3: Grafiktyp XMin:
1% 4: Fenster st ST [—|
4%, 5: Spur ©12: Zoom-Rahmen Lo
- 6: Punkte & Ge| $93: Hinein X-Skals:
& 7:Messung | ©4: Heraus Min: [”—I .
8: Formen % 5: Standard =
9: Konstruktion | [¢6: 1. Quadrant 1 YMax: xe
-* AzAbbildung |13 7: Benutzerdef. Zoom > & v-skalz:
@ B:Tipps & 8: Trigonometrie-Zoom
9: Statistik-Zoom
. A:Zoom-Anpassung “ Abbrechen
3—2. —M@B:Zoom - Quadrat ‘! ¥
Abb. 20: Die Graphik wird erzeugt. Abb. 21
|mE] 13] BOG APPRY REELL "] [l | 13] BOG APPRY REELL ]
o 1Y 1B
11l -valx) & 1) -valx) N
f20x)=vblx) f20x)=vblx)
5 d
5 - {18 3
x| 21 18,5)
2 v “ zZ | . ! 3
e » : z(1.8,3.5]
Abb. 22 Abb. 23

Abb. 22 zeigt die beiden Geschwindigkeitsgraphen, Abb. 23
den Wertevergleich mit ,gemeinsamer® Spur. Der absolute
Zuwachs an Weg, beginnend bei x = 0 (entspricht t = 0)
bis zur Senkrechten mit den beiden Spurpunkten und dem
zugehdrigen x - Achsendurchgang, ist aus den angezeigten
Werten zu berechnen:

Radfahrer A: 1,8-5 =9 (Rechteckflacheninhalt)

Radfahrer B: 0,51,8-3,15 = 2,835 (Dreiecksflacheninhalt)

Zum Zeitpunkt des Schnittpunktes haben beide Radfahrer
die gleiche Geschwindigkeit, danach ist B schneller. Aus
diesen Uberlegungen lasst sich die zuriickgelegte
Wegstrecke der beiden Radfahrer bestimmen:

Imﬂ' 13] gos app=xreer M
pos 1

1l -vale)

f2lx)=vble]
h_s P

: ) ( ax

2 | ¢ H AT
» 24,7,
Abb. 24

BOG APPRYX REELL "]
X =
Ferfig
S-t-»ga(z) Fertig
0, <0 Ferfig
0.5vl)s, 0%t<a —sble)
14+7-(¢-4) 24 '
N v
7199
Abb. 26
55 13] goG appxreer M
a AY o
f1ix,-valx)
f2(x)=vblx]
f3,x)=sa
f4lx,=shlx
13
k4
2 {0

Abb. 27: Alle 4 Grafen (geédnderte Fenstereinstellungen)
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Abb. 29: Zeit-Weg-Diagramme

W BOG APPRX REELL "]

0, £<0 Fertig f
0.5vblehs, 0st<a —sblt]
14+7-(¢-4) =4
solve(sa (I)=sb(£),t) {=0. or =7,
sb(7) 35,
sa(7) 35,
* >
v
7798

Abb. 30: TI-Nspire™ CAS

BOG APPRX REELL N
0.5-vblels, 0zi<a —sbly) ~
14+7-(¢-4) 24

nSolve(sa’(l)=sb(z),f) 0.
nSolve(sa(z)=sb(t),t=5) 7.
sbl7) 35,
sa(7) 35.
v
8199

Abb. 31: TI-Nspire™ als GTR-Version (NON CAS)

Beim GTR TI-NspireT'VI kann mit ,nsolve” gearbeitet werden,
alternativ lasst sich der Schnittpunkt graphisch bestimmen.
Nach 7 Sekunden wird Radfahrer A eingeholt!

Die Gesamtgrafen wurden mit Hilfe abschnittsweise defi-
nierter Funktionen dargestellt. Die Zeit-Weg-Funktionen
wurden aus ihren Ableitungen (lokalen Anderungsraten)
ermittelt, der Grundgedanke in der spater zu behandelnden
Integralrechnung. Das geht hier deshalb, weil die Bewegung
des Radfahrers B auf dem 1. Teilstick gleichmaRig be-
schleunigt erfolgt und damit die Durchschnittsgeschwindig-
keit zwischen Anfangs- und Endwert der Geschwindigkeit
eines Teilstlicks durch Mittelwertbildung zu finden ist, was
mathematisch dem Flacheninhalt eines rechtwinkligen Drei-
ecks entspricht (siehe Abb. 25).

Autor
Gunter Heitmeyer, Stadthagen (D)
guenter.heitmeyer@t-online.de

Anmerkung der Redaktion

Die vorgestellten Aufgaben wurden fir Lehrerfortbildungen
zusammengestellt. Weitere Beispiele hat der Autor im Ta-
gungsband zur ,Sharing Inspiration 2009“, der TI-NspireT'VI
Tagung von T3 im Nov. 2009 in Frankfurt, versffentlicht.
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