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Vorwort


Vorwort zur zweiten überarbeiteten und erweiterten Auflage


Seit der ersten Auflage (2007) hat sich die für den Unterricht einsetzbare Technologie rasant
weiter entwickelt. Insbesondere steht mit TI-Nspire™ CAS eine didaktisch durchdachte Software
zur Verfügung, welche Graphik, Geometrie, Tabellenkalkulation und symbolische Algebra mit
globalen Variablen dynamisch verknüpft. Da die Differenzial- und Integralrechnung gerade die
Mathematik der Veränderung und der Dynamik ist, eignet sich TI-Nspire™ CAS besonders
gut zur Unterstützung und Erweiterung der unterrichtlichen und mathematischen Konzepte.
Insbesondere die dynamischen Systeme werden noch dynamischer.


Der ursprüngliche Text wurde überarbeitet und teilweise neu konzipiert und erweitert um den
neuen technologischen Möglichkeiten gerecht zu werden. Insbesondere wurde die Tabellenkal-
kulation sowie die Möglichkeit dynamisch veränderbarer Parameter vermehrt einbezogen. Dabei
wurden auch viele neue Aufgaben aufgenommen. Das bewährte Grundkonzept wurde jedoch
beibehalten.


Das Buch ist sowohl für den Einsatz des Handhelds TI-Nspire™ CAS mit Touchpad als auch für
die entsprechende TI-Nspire™ CAS Software (gibt es als Variante für Schüler und für Lehrer)
geeignet. Die sich im Buch befindlichen Screenshots und auch die ergänzenden TI-Nspire™
CAS-Dateien (tns-files) wurden mit der Lehrer-Software erstellt. Die Dateien finden Sie auf der
TI-Materialdatenbank unter: www.ti-unterrichtsmaterialien.net


Vorwort zur ersten Auflage (2007)


Die Differenzial- und Integralrechnung ist eine weit entwickelte Methode des Umgangs mit
funktionalen Beziehungen, welche in wissenschaftlichen und mathematischen Problemen auf-
tauchen. Seit ihren Anfängen ist sie eine Sprache zur Beschreibung des quantitativen Zusam-
menhangs verschiedener Grössen und liefert Werkzeuge zur Erforschung dieser Zusammenhän-
ge. Die grosse Faszination, welche sie auszuüben vermag, liegt wesentlich in ihren vielfältigen
Anwendungsmöglichkeiten und ihren Beziehungen zu andern Wissenschaften. Sie liefert die
Grundlage zur Möglichkeit der Mathematisierung konkreter Probleme, welche es erlaubt, die
Probleme genauer zu erfassen und Prognosen über den weiteren Verlauf zu erstellen. So basie-
ren sowohl die Berechnungen der Planetenbahnen, Voraussagen über den Verlauf chemischer
Reaktionen, die Wetterprognosen wie auch Prognosen über wirtschaftliche oder soziale Entwick-
lungen auf Modellen, welche die Werkzeuge der Differenzial- und Integralrechnung verwenden,
um nur einige Beispiele zu erwähnen.
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Die enorme Bedeutung der Differenzial- und Integralrechnung für die Entwicklungsgeschichte
und für die Praxis der Wissenschaften rechtfertigt es, dass sie eine zentrale Stellung in der wis-
senschaftlichen und wissenschaftspropädeutischen Ausbildung einnimmt. Sie bildet das Kern-
stück der Mathematik am Gymnasium und hat auch an Fachhochschulen und nicht zuletzt an
der Universität eine wichtige Stellung. Das vorliegende Buch möchte nicht nur ins Thema einfüh-
ren, sondern gleichzeitig die grosse Bedeutung und den weit gesteckten Anwendungshorizont
aufzeigen. Es eignet sich deshalb ganz besonders für einen allgemein bildenden Unterricht,
wobei jedoch auch die rein mathematischen Themen nicht zu kurz kommen. Im Unterschied
zu herkömmlichen Lehrbüchern nimmt das Gebiet der Differenzialgleichungen eine zentrale Stel-
lung ein. Sie tauchen schon im ersten Kapitel auf und ziehen sich wie ein roter Faden durch
den ganzen Lehrgang hindurch. Differenzialgleichungen spielen eine bedeutsame Rolle in vie-
len Wissenschaften und sie gehören deshalb zum Kern eines Lehrgangs über Differenzial- und
Integralrechnung. Mit Hilfe des Einsatzes zeitgemässer Wekzeuge wie CAS-Rechner oder Com-
puter ist eine mehr als nur oberflächliche Betrachtung auch in einem einführenden Lehrgang
möglich.


Die folgenden Ziele werden dabei angestrebt:


• Entwicklung der grundlegenden Konzepte der Differenzial- und Integralrechnung im Kon-
text wissenschaftlicher Fragestellungen und Probleme.


• Verständnis für Differenzialgleichungen.


• Verständnis für mathematische Modelle, ihre Konstruktion und ihre Interpretation.


• Fähigkeit, numerische Methoden anzuwenden und zu verstehen, insbesondere die Metho-
den der sukzessiven Approximation.


• Fähigkeit, graphische Darstellungen zu entwickeln und zu verstehen.


• Sinnvoller Einsatz von Hilfsmitteln wie CAS-Rechner oder Computer.


• Förderung interdisziplinären und vernetzten Denkens.


Sowohl numerische wie auch graphische Methoden erhalten gegenüber herkömmlichen Lehr-
gängen ein grösseres Gewicht, was dank des Einsatzes elektronischer Hilfsmittel möglich wird.
So werden graphisch nicht nur Funktionen betrachtet, sondern auch Trajektorien und Phasen-
porträts. Dagegen wird den mehr formal rechentechnischen Gesichtspunkten weniger Gewicht
eingeräumt. So wird auf eine ausführliche Behandlung des Themas Kurvendiskussion verzichtet,
ebenfalls werden Integrationsmethoden wie partielle Integration oder Integration durch Substi-
tution sowie die Zerlegung in Partialbrüche nicht behandelt. Im angelsächsischen Raum wird
ein Unterschied zwischen Analysis und Differenzial- und Integralrechnung (Calculus) gemacht.
In der Analysis werden unter anderem die Grundlagen der reellen Zahlen, der Stetigkeit von
Funktionen und der Grenzwertrechnung behandelt, während sich «Calculus» mehr an den An-
wendungen und am eigentlichen «Kalkül» (Ableiten, Integrieren) orientiert. Der vorliegende
Text orientiert sich an dieser Unterscheidung, Grenzwert und Ableitung werden vorerst intui-
tiv eingeführt und nur teilweise exakt definiert. Ebenfalls wird die Stetigkeit der betrachteten
Funktionen stillschweigend vorausgesetzt und nicht weiter problematisiert.


Zur Entstehungsgeschichte dieses Buchs
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Der vorliegende Text resultiert aus einer langjährigen Unterrichtspraxis, insbesondere auf der
Oberstufe des Gymnasiums, mit Schülerinnen und Schülern aller Ausrichtungen, sowie aus ei-
nem längeren Weiterbildungsaufenthalt in den USA, der vor allem den dort laufenden Program-
men der «Calculus Reform» gewidmet war. Daraus entstand die Überzeugung, dass die neuen
Technologien, wie CAS-Rechner und Computer, zu einer grundlegenden Reform des Unterrichts
in der einführenden Phase führen müssen: Der Bereich der Themen kann radikal erweitert wer-
den, was zu einem bedeutsameren und interessanteren Unterricht führt. Ein CAS-gerechter
Unterricht darf sich demnach nicht in der Anpassung der Aufgaben des herkömmlichen Stoffs
an die neuen Möglichkeiten begnügen, sondern soll diese Möglichkeiten fachlich, didaktisch
und methodisch vielfältiger nutzen. Insbesondere erweist es sich als durchführbar, in einem
einführenden Kurs bis zu nichtlinearen Systemen von Differenzialgleichungen vorzustossen. Ist
der Höhepunkt der Anwendungen in einem traditionellen Lehrgang etwa in Extremalwertauf-
gaben (z.B. optimale Dimension einer Konservendose) zu finden, so ermöglicht dieser Zugang
viel mehr relevante inhaltsreiche Anwendungen, die als sehr bedeutsam erfahren werden und
in hohem Masse die Wirksamkeit mathematischer Methoden und Modelle aufzeigen. Die Bot-
schaft, die der vorliegende Text schlussendlich vermitteln möchte, lautet:
Komplexe Zusammenhänge und Systeme sind im Prinzip mit mathematischen Methoden in
Modellen darstellbar und damit prognostizierbar und in einem gewissen Sinne «verstehbar».
Mathematik wird damit zu einem bedeutsamen Instrument für das Verständnis der Grund-
strukturen der Welt.
Wenn es gelingt, den Gymnasiastinnen und Gymnasiasten dieses Bild von Mathematik auf ih-
ren Weg mitzugeben, dann ist damit ein wichtiger Beitrag an ihre Allgemeinbildung geleistet
worden.


Didaktisch methodische Anmerkung
Der Text stellt die Materialien (Theorie, Aufgaben, Anhänge) bereit, ohne jedoch eine Unter-
richtsmethode vorauszusetzen. Damit eine freie und individuelle Gestaltung des Unterrichts
möglich bleibt, wurde bewusst auf eine zu weit gehende didaktische Gestaltung verzichtet, die-
se liegt vielmehr im Aufgabenbereich der Unterrichtenden.
Das Kapitel 8 kann schon nach dem Kapitel 4 behandelt oder auch ganz weggelassen werden.
Das Kapitel 9 ist eher als Zusatzstoff (für das Schwerpunktfach oder Ergänzungsfach) gedacht
und kann übersprungen werden. Erfahrungsgemäss kann der Stoff (ohne Kapitel 9) bei 4 Lek-
tionen pro Woche in etwa einem Jahr behandelt werden.


An wen richtet sich diese Buch?
Dieses Buch ist in erster Linie für eine zusammenhängende Einführung in die Differenzial- und
Integralrechnung geeignet. Der klassische Stoff wird behandelt, die in den üblichen Lehrplä-
nen an deutschsprachigen Gymnasien in Europa geforderten Inhalte werden damit weitgehend
abgedeckt. Darüber hinaus bietet es aber eine leicht zugängliche Einführung in die Differenzi-
algleichungen, ins mathematische Modellieren, in dynamische Systeme und in eine adäquate
Verwendung fortgeschrittener Technologie, d.h. insbesondere eines CAS-Rechners. Obschon der
Text als eine in sich zusammenhängende Einführung konzipiert wurde, ist es durchaus möglich,
einzelne Kapitel als Ergänzung und Vertiefung zu einem traditionellen Lehrgang zu verwenden.


Dank
Die wichtigsten Ideen zu diesem Buch entstanden während eines Weiterbildungsurlaubs in den
USA. Ich möchte vor allem U. Daepp und P. Gorkin von der Bucknell-University (USA) danken
für ihre grosse Gastfreundschaft, für die vielen Gespräche und die vielen wertvollen Kontakte,
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M. Rathgeb und R. Zürcher, welche das Material kritisch sichteten, teilweise im Unterricht ein-
setzten und durch manche Hinweise und Verbesserungsvorschläge viel zur endgültigen Gestalt
des Buches beitrugen. Danken möchte ich auch allen Gymnasiastinnen und Gymnasiasten, wel-
che mir wichtige Rückmeldungen gaben sowie T. Gautschi-Hess für ihre wertvolle Hilfe bei der
sprachlichen Überarbeitung. Ein besonderer Dank gilt meiner Frau Barbara, welche mich stets
voll unterstützte. Schliesslich danke ich auch der Firma Texas Instruments und der Organisation
T3 (Teachers Teaching with Technology), welche die Produktion dieses Buches unterstützten.
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1 Ein mathematisches Modell und die
Änderungsrate


Die Differenzial- und Integralrechnung1 ist eine Sprache zur Beschreibung des quantitativen Zu-
sammenhangs verschiedener Grössen in einem bestimmten Kontext und liefert uns Werkzeuge
zur Erforschung dieser Zusammenhänge. Wir werden zu jedem Problem meist drei verschie-
dene Betrachtungsweisen parallel nebeneinander entwickeln: eine numerische, eine algebraische
und eine geometrische. Im Verlaufe der Untersuchung und Entwicklung verschiedener Model-
le werden wir die wichtigsten mathematischen Begriffe und Werkzeuge der Differenzial- und
Integralrechnung erarbeiten.


Im ersten Kapitel wird zu einer physikalischen Problemstellung, der Abkühlung eines heissen
Getränks, ein einfaches Modell entwickelt. Dabei werfen wir einen ersten Blick auf den zentra-
len Begriff der Änderungsrate einer Grösse, welche in der mathematischen Sprache dann erste
Ableitung heisst. Ebenfalls taucht hier schon die erste Ratengleichung auf, in der Fachsprache
wird diese dann als Differenzialgleichung bezeichnet.


1.1 Die Abkühlung eines heissen Getränks


Wir betrachten ein Beispiel, das mit einfachen Hilfsmitteln experimentell durchgeführt werden
kann. In einem Raum mit der Umgebungstemperatur Tu = 21.7 °C befindet sich eine Tasse
heissen Kaffees mit der anfänglichen Temperatur T0 = 79.7 °C. Wie kühlt sich der Kaffee mit der
Zeit ab? Die Temperatur T des Kaffees ist eine Funktion der Zeit, wir schreiben dies in der Form
T = T(t). Das Funktionsgesetz kennen wir vorläufig noch nicht. Einen ersten Zugang können
wir experimentell gewinnen, indem wir den Temperaturverlauf messen und graphisch anzeigen.
An einen PC oder einen CAS-Rechner kann eine Temperatursonde angeschlossen werden, so
dass der zeitliche Verlauf der Temperatur direkt auf den Rechner übertragen wird und die Daten
gespeichert und angezeigt werden. Im vorliegenden Beispiel wurde alle 0.1 Minuten (alle sechs
Sekunden) eine Temperaturmessung vorgenommen 2 und man erhielt den in der Abbildung
1.1 dargestellten Temperaturverlauf. Liest man die Werte jede Minute ab, dann erhält man die
Tabelle 1.1


Tabelle 1.1: Temperatur des Kaffees, jede Minute gemessen


t in min 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
T in °C 79.7 70.4 63.1 57.2 52.2 48.1 44.4 41.1 38.5 36.1 34.0


1Anstelle von Differenzial- und Integralrechnung wird v.a. im deutschen Sprachraum oft von Analysis gesprochen.
2Die Messungen erfolgten mit der Messsonde EasyTemp™ von Vernier™.
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Beim vorliegenden Experiment erfolgte alle 0.1 Minuten eine Messung, so dass eine Tabelle mit
einer feineren Zeitunterteilung erstellt werden konnte. Beispielsweise erhielt man für die Zeit
zwischen 5.5 min und 6.5 min die Tabelle 1.2


Tabelle 1.2: Abkühlung des Kaffees zwischen 5.5 min und 6.5 min


t in min 5.5 5.6 5.7 5.8 5.9 6.0 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5
T in °C 46.24 45.85 45.49 45.12 44.76 44.40 44.05 43.71 43.36 43.03 42.70


Abbildung 1.1: Abkühlung eines Kaffees


Um das Gesetz genau zu kennen und damit auch die Gründe für die Gestalt der gewonnenen
Kurve zu ermitteln, benötigen wir eine genauere Untersuchung. Dazu stellen wir ein Modell
auf, welches wir dann mit der Wirklichkeit vergleichen.


1.2 Die momentane Änderungsrate oder erste Ableitung


Wir führen den Begriff der momentanen Änderungsrate (erste Ableitung) ein. Die betrachtete Tem-
peratur ändert sich mit der Zeit; das Tempo, mit der dies geschieht, nennen wir die Ände-
rungsrate der Temperatur. In der ersten Minute verringert sich die Temperatur um 9.3 °C (vgl.
Tabelle1.1). Würde sich die Temperatur weiterhin in jeder Minute um 9.3 °C verringern, dann
wäre die Änderungsrate , welche wir mit T ′ bezeichnen, konstant, nämlich T ′ = −9.3 °C/min.
Würde die Abkühlung so stattfinden, dann würde sich unser Kaffee innerhalb von 10 min von
79.7 °C auf -13.3 °C abkühlen und der Verlauf der Temperatur könnte durch die lineare Funktion
T(t) = 79.7 − 9.3t beschrieben werden. Tatsächlich erkennt man jedoch, dass der Temperatur-
verlauf nicht linear ist, was es notwendig macht, den Begriff der momentanen Änderungsra-
te genauer zu erarbeiten. Die Änderungsrate ist nämlich nicht konstant, sondern ändert sich
dauernd, so wie sich etwa die Geschwindigkeit3 ist eines Fahrzeugs beim Abbremsen auch
dauernd ändert. So wie wir bei einem Abbremsvorgang zu jedem Zeitpunkt von einer Momen-
tangeschwindigkeit sprechen können, gibt es auch bei der Abkühlung des Kaffees zu jedem


3Die Geschwindigkeit ist die Änderungsrate des Orts
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1.2. Die momentane Änderungsrate oder erste Ableitung


Zeitpunkt eine momentane Änderungsrate der Temperatur. Im betrachteten Beispiel beträgt die
(mittlere) Änderungsrate in der ersten Minute etwa −9.3 °C/min, in der zweiten Minute etwa
−7.3 °C/min und in der zehnten Minute nur noch etwa −2.1 °C/min (vgl. Tabelle 1.1).
Wie können wir die momentane Änderungsrate zu einem bestimmten Zeitpunkt möglichst ge-
nau ermitteln?
Wenn wir beispielsweise die Änderungsrate zum Zeitpunkt t = 6 min mit Hilfe der Tabelle 1.1
näherungsweise ermitteln wollen, dann gibt es drei Möglichkeiten:


1. Vorwärts: Wir betrachten die Temperatur zur Zeit ta = 6 min und zur Zeit tb = 7 min
und bestimmen aus der Temperaturdifferenz und der Zeitdifferenz die Änderungsrate.
Wir erhalten


T ′ ≈ 41.1 °C − 44.3 °C
1 min = −3.3 °C/min.


2. Rückwärts: Wir betrachten die Temperatur zur Zeit ta = 5 min und zur Zeit tb = 6 min
und bestimmen wiederum aus den Differenzen die Änderungsrate. Wir erhalten


T ′ ≈ 44.4 °C − 48.1 °C
1 min = −3.7 °C/min.


3. Vorwärts und rückwärts: Wir betrachten diesmal die Temperatur zur Zeit ta = 5 min
und zur Zeit tb = 7 min und berechnen wiederum aus Temperatur- und Zeitdifferenz die
Änderungsrate. Wir erhalten


T ′ ≈ 41.1 °C − 48.1 °C
2 min = −3.5 °C/min.


.


Der dritte Wert liegt zwischen den beiden andern und entspricht am ehesten der momentanen
Änderungsrate zur Zeit t = 6 min.
Genau genommen haben wir mit allen drei Verfahren nur eine mittlere Änderungsrate in ei-
nem bestimmten Zeitintervall berechnet. Mit Hilfe der Tabelle 1.2 können wir die (momentane)
Änderungsrate zur Zeit t = 6 min in einem kleineren Zeitintervall genauer berechnen. Wenden
wir wieder die drei Möglichkeiten an:


1. Vorwärts: Wir betrachten die Temperatur zur Zeit ta = 6 min und zur Zeit tb = 6.1 min
und bestimmen aus der Temperaturdifferenz und der Zeitdifferenz die Änderungsrate.
Wir erhalten


T ′ ≈ 44.05 °C − 44.40 °C
0.1 min = −3.5 °C/min.


2. Rückwärts: Wir betrachten die Temperatur zur Zeit ta = 5.9 min und zur Zeit tb = 6 min
und bestimmen wiederum aus den Differenzen die Änderungsrate. Wir erhalten


T ′ ≈ 44.40 °C − 44.76 °C
0.1 min = −3.6 °C/min.


3. Vorwärts und rückwärts: Wir betrachten diesmal die Temperatur zur Zeit ta = 5.9 min
und zur Zeit tb = 6.1 min und berechnen wiederum aus Temperatur- und Zeitdifferenz
die Änderungsrate. Wir erhalten


T ′ ≈ 44.05 °C − 44.76 °C
12 s = −3.55 °C/min.
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Wir stellen fest, dass die drei Resultate jetzt viel näher beieinander liegen.
Wenn wir die momentane Änderungsrate zu einem bestimmten Zeitpunkt noch genauer bestim-
men wollen, dann benötigen wir eine Tabelle mit einer möglichst feinen zeitlichen Abstufung,
d.h. Messwerte, die zeitlich möglichst nahe beieinander liegen. Prinzipiell wird die Bestim-
mung der momentanen Änderungsrate umso genauer, je kleiner wir das Zeitintervall wählen.
Bei Funktionen, die durch einen Term gegeben sind, werden wir ein Verfahren entwickeln, das
Zeitintervall beliebig klein werden zu lassen. Bei Funktionen, die aus Messungen gewonnen
wurden, sind da jedoch Grenzen gesetzt. Auch wenn die Messungen kontinuierlich erfolgen,
sind sie mit einer gewissen Ungenauigkeit behaftet und diese kann bei sehr kleinen Zeitinter-
vallen bei der Berechnung der Änderungsrate stark ins Gewicht fallen.


Präzisierung: Die mittlere und die momentane Änderungsrate
Bestimmen wir die Änderungsrate der Temperatur zwischen zwei Zeitpunkten ta und tb mit
Hilfe der Werte zu diesen Zeitpunkten, also mit dem sog. Differenzenquotienten


Temperaturdifferenz
Zeitdifferenz =


T(tb) − T(ta)


tb − ta


=
ΔT


Δt
≈ T ′,


so ist dies die mittlere Änderungsrate im betrachteten Zeitintervall. Diese ist, wenn das Zeitinter-
vall genügend klein ist, ein Näherungswert für die momentane Änderungsrate4 T ′ im betreffenden
Zeitintervall.
Bemerkung zur Delta-Notation : Um Differenzen resp. Änderungen von Grössen anzuzeigen,
verwenden wir den griechischen Buchstaben Δ ( Delta).


1.3 Die Differenzialgleichung für den Abkühlvorgang
(Newtons Abkühlungsgesetz)


Wir stellen im folgenden ein Modell für den Abkühlvorgang auf.5 Das Experiment zeigte, dass
die Änderungsrate der Temperatur mit zunehmender Abkühlung des Kaffees immer kleiner
wurde. I. Newton stellte nun auf Grund von Messungen und von physikalischen Überlegungen
das folgende Modell auf:


• Die Energie (Wärme), die während eines kleinen Zeitintervalls Δt vom Kaffee an die Um-
gebung abgegeben wird, ist proportional zur Differenz T(t) − Tu und zur Grösse des
Zeitintervalls Δt. T(t) ist die Temperatur des Kaffees zur Zeit t und Tu die Umgebungs-
temperatur. Mit andern Worten: die (momentane) Änderungsrate der innern Energie des
Kaffees ist proportional zur Temperaturdifferenz
T(t) − Tu.


• Die (momentane) Änderungsrate der Temperatur ist proportional zur Änderungsrate der
innern Energie und damit ebenfalls proportional zur Temperaturdifferenz T(t) − Tu.


Daraus ergibt sich die folgende DIFFERENZIALGLEICHUNG für die Abkühlung:


T ′(t) = k · (T(t) − Tu). (1.1)
4Die genaue Definition der momentanen Änderungsrate folgt im nächsten Kapitel
5Dieses Modell geht auf den Physiker I. Newton (1642-1727) zurück
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1.4. Die Euler-Methode zur numerischen Lösung von Differenzialgleichungen


Die Gleichung (1.1) ist eine sog. Differenzialgleichung oder Ratengleichung. Sie gibt uns einen
Zusammenhang zwischen der Funktion T und ihrer momentanen Änderungsrate T ′, nicht aber
die Funktion selbst. Eines der Hauptziele der folgenden Arbeit wird darin bestehen, Methoden
zu entwickeln, welche es ermöglichen, die Funktion oder die Funktionen zu finden, die eine
bestimmte Differenzialgleichung oder ein System von Differenzialgleichungen erfüllen. Das Auf-
finden dieser Funktionen heisst Lösen der Differenzialgleichung(en).


Bemerkung: Die Gleichung (1.1) ist ein Modell zur Beschreibung des Temperaturverlaufs. Tat-
sächlich wird der Temperaturverlauf nicht exakt diesem Gesetz folgen. Der Temperaturverlauf
wird von vielen Faktoren beeinflusst: Wärmeleitung, Wärmestrahlung, Verdunstung, Bewegun-
gen innerhalb der Flüssigkeit, Luftbewegungen in der Umgebung etc. Weiterhin spielt es auch
eine Rolle, an welcher Stelle die Temperatur gemessen wird und zudem sind Messungen nie
ganz exakt. Das vorliegende Modell ist eine Idealisierung und Vereinfachung, welche jedoch
dem effektiven Verlauf recht nahe kommt und das Wesentliche zeigt und deshalb zur Beschrei-
bung und Berechnung brauchbar und nützlich ist. Die mathematisch berechneten Resultate
widerspiegeln jedoch nicht exakt die physikalisch gemessenen.


1.4 Die Euler-Methode zur numerischen Lösung von
Differenzialgleichungen


Das mathematische Modell für das anfänglich gestellte Problem der Abkühlung des Kaffees
führt uns auf ein sogenanntes Anfangswertproblem :
Gegeben ist eine Differenzialgleichung und ein Anfangswert, gesucht ist diejenige Funktion, die
die Differenzialgleichung erfüllt (also eine Lösung ist) und durch den Anfangswert geht.
Beispiel:
Ein Abkühlvorgang verlaufe gemäss der Differenzialgleichung


T ′(t) = k · (T(t)− Tu); Tu = 20 °C, k = −0.1 min−1 mit dem Anfangswert T(0) = T0 = 80 °C.


Tu ist die Umgebungstemperatur, k ein Parameter, welcher von Form, Material, Grösse und
Inhalt des Gefässes abhängt.
Da es sich um ein physikalisches Problem handelt, haben alle Grössen eine Einheit, so auch der
Parameter k. Wenn wir die Einheiten vorher vereinbaren, brauchen sie während der Rechnung
nicht speziell berücksichtigt zu werden.
Wir stellen nun die Frage: Wie gross ist die Temperatur nach 6 min, wie gross ist also T(6)?
Wir werden die Antwort in der Form einer Folge von immer besseren Näherungen konstruieren.


Erste (grobe) Näherung in einem Schritt


Es ist T ′(0) = −0.1 · (80 − 20) °C/min = −6 °C/min.
Also ergibt sich in der Zeit Δt = 6 min eine Temperaturänderung von
ΔT = T ′ · Δt = −6 °C


min · 6 min = −36 °C und damit erhält man
T(6) = 80 °C − 36 °C = 44 °C.


Der Verlauf der Temperatur in den ersten sechs Minuten wird hier durch eine lineare Funktion
beschrieben (Abbildung 1.2).
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Abbildung 1.2: Euler-Methode, ein Schritt mit Δt= 6 min


Wir haben bei dieser Berechnung noch nicht beachtet, dass sich die Änderungsrate T ′ zusammen
mit der Temperatur T auch ändert. Nachfolgend werden wir dies schrittweise immer besser
berücksichtigen.


Zweite Näherung in zwei Schritten


Wir verwenden jetzt zwei Zeitschritte der Grösse Δt = 3 min. Wir berechnen die Temperatur
nach 6 min mit der folgenden Tabelle:


Tabelle 1.3: Euler-Methode, zwei Schritte mit Δt = 3 min


Zeit t Temperatur T(t) Änderungsrate T ′(t) Änderung ΔT = T ′ · Δt


min °C °C/min °C
0 80 −6 −18


3 62 −4.2 −12.6


6 49.4


Der Verlauf der Temperatur in den ersten sechs Minuten wird hier durch eine Funktion be-
schrieben, die aus zwei Stücken linearer Funktionen besteht, eine sogenannt stückweise lineare
Funktion (Abb. 1.3).
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Abbildung 1.3: Euler-Methode, zwei Schritte mit Δt = 3 min


Dritte Näherung in sechs Schritten


Wir verwenden jetzt sechs Zeitschritte der Grösse Δt = 1 min und berechnen die Temperatur
nach 6 min wieder mit einer Tabelle:


Tabelle 1.4: Euler-Methode, sechs Schritte mit Δt = 1 min


Zeit t Temperatur T(t) Änderungsrate T ′(t) Änderung ΔT = T ′ · Δt


min °C °C/min °C
0 80 −6 −6


1 74 −5.4 −5.4


2
3
4
5
6


Berechnen Sie selbst die fehlenden Werte in der Tabelle 1.4.
(Zur Kontrolle: Die Temperatur nach 6 min sollte 51.886 °C betragen.)


Der Graph besteht nun aus sechs Strecken, es handelt sich um eine stückweise lineare Funktion
mit sechs Teilen (Abbildung 1.4).
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Abbildung 1.4: Euler-Methode, sechs Schritte mit Δt = 1 min


In der Abbildung 1.5 finden Sie die drei Näherungen (1 Schritt, 2 Schritte und 6 Schritte) in
einem Bild dargestellt.


Abbildung 1.5: Euler-Methode mit einem, zwei und sechs Schritten


Wir können nun die Anzahl der Schritte sukzessive weiter erhöhen und erhalten damit immer
bessere Näherungen. Für eine Näherung mit 60 Schritten, also Δt = 0.1 min, sind die ersten
Zeilen in der Tabelle 1.5 aufgelistet.
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Tabelle 1.5: Euler-Methode mit Δt = 0.1 min


Zeit t Temperatur T(t) Änderungsrate T ′(t) Änderung ΔT = T ′ · Δt


min °C °C/min °C
0 80 −6 −0.6


0.1 79.4 −5.94 −0.594


0.2 78.806
...


...
...


...


Grundprinzip:
Kennen wir in einer Zeile der Tabelle die Temperatur T(t) und die Temperaturänderung ΔT ,
dann ergibt sich die Temperatur in der nächsten Zeile dadurch, dass wir die Temperaturän-
derung ΔT zur Temperatur T(t) addieren. Da von einer Zeile zur nächsten die Zeit um Δt


zunimmt, bezeichnen wir die auf T(t) folgende Temperatur mit T(t + Δt). Es ist also


T(t + Δt) = T(t) + ΔT.


Für die Temperaturänderung gilt:


Temperaturänderung = Änderungsrate mal Zeitintervall


ΔT = T ′(t) · Δt.


Damit erhalten wir: Die Temperatur in der jeweils nächsten Zeile wird berechnet gemäss


T(t + Δt) = T(t) + T ′(t) · Δt.


Machen wir Δt immer kleiner, erhöht sich zwar der Rechenaufwand, dafür aber auch die Ge-
nauigkeit. Die Berechnung gemäss der hier erklärten Methode heisst EULER-METHODE. Mit
einem CAS-Rechner lassen sich die Tabellen für frei gewählte Zeitschritte einfach berechnen
und die damit näherungsweise berechnete Funktion auch graphisch darstellen (Näheres dazu
finden Sie im Anhang). Um die Zunahme der Genauigkeit zu analysieren, betrachten wir die
folgende Tabelle 1.6.


Tabelle 1.6: T(6) für Δt → 0


Δt Anzahl Schritte T(6)
6 1 44
3 2 49.4
1 6 51.886


0.1 60 52.829
0.01 600 52.919
0.001 6000 52.9277
0.0001 60’000 52.9286
0.00001 600’000 52.9287
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T(6) nähert sich bei sukzessiver Verkleinerung von Δt immer mehr einem bestimmten Wert
(wir werden diesen später mit andern Methoden genau bestimmen können). Aus der Tabelle
1.6 ist ersichtlich, dass sich immer mehr Stellen von T(6) stabilisieren, d.h. sie verändern sich
bei weiterer Verkleinerung von Δt nicht mehr. Den exakten Wert definieren wir als Grenzwert
für Δt gegen 0 und verwenden dafür das Symbol


lim
Δt→0


.


1.5 Zusammenfassung


• Die Temperatur T einer Flüssigkeit ist eine Funktion, speziell eine Funktion der Zeit t,
d.h. es lässt sich jeder Zeit t eindeutig eine Temperatur T zuordnen. Wir schreiben dies in
der Form T = T(t). Das Funktionsgesetz ist vorderhand nicht bekannt, für die Funktion
(Zuordnung) kann man mit Messungen jedoch eine Wertetabelle ermitteln.


• Die momentane (zeitliche) Änderungsrate oder erste Ableitung der Temperatur (nach der
Zeit) ist ein Mass für das Tempo der Temperaturänderung, sie wird in der Einheit °C/min
oder °C/s gemessen und wird mit T ′ bezeichnet. Die momentane Änderungsrate hängt
hier ebenfalls von der Zeit ab, d.h. sie ist eine Funktion der Zeit. Aus der Wertetabelle kann
die momentane Änderungsrate nur näherungsweise bestimmt werden, dazu betrachtet
man zwei möglichst nahe beieinander liegende Funktionswerte. Es gilt dann T ′(t) ≈ ΔT


Δt
,


wobei ΔT die Differenz (Änderung) der Temperaturwerte und Δt die Differenz (Änderung)
der Zeiten bedeutet.


• Bei vielen Problemen ist es möglich, eine Beziehung zwischen der momentanen Ände-
rungsrate einer Grösse und dieser Grösse selbst in Form einer Gleichung zu formulieren.
Eine solche Gleichung heisst Ratengleichung oder Differenzialgleichung. Im Falle der Ab-
kühlung einer heissen Flüssigkeit lautet die Differenzialgleichung T ′(t) = k · (T(t) − Tu),
wobei Tu die Umgebungstemperatur und k eine (von den physikalischen Umständen her
bestimmte) Konstante ist.


• Die Differenzialgleichung T ′(t) = k · (T(t) − Tu) ermöglicht es uns, ausgehend von einer
gegebenen Anfangstemperatur, Näherungswerte für die Temperatur T zu irgend einem
gewünschten Zeitpunkt t zu berechnen, d.h. wir können die gesuchte Funktion T(t) nä-
herungsweise berechnen. Die einfachste Methode dazu ist die Euler-Methode.
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1.6. Aufgaben zu Kapitel 1


1.6 Aufgaben zu Kapitel 1


1. Wie gross ist die Änderungsrate der Temperatur nach 2 min im gemessenen Beispiel aus
der Theorie Abschnitt 1.1., wenn man Tabelle 1.1 verwendet?
Erklären Sie das Vorgehen. Welcher Wert ist der bessere?


2. Wie gross ist die Änderungsrate der Temperatur nach 378 s in den Einheiten °C/min und
°C/s? (Beispiel in Abschnitt 1.1.)


3. Ein heisses Getränk hat die Anfangstemperatur T0 = 95 °C, die Umgebungstemperatur
beträgt Tu = 20 °C. Die anfängliche momentane Änderungsrate der Temperatur beträgt
−5 °C/min.
Wie lange muss man warten, bis sich das Getränk auf 55 °C abgekühlt hat? (Euler-Methode
verwenden mit Δt = 0.1 min und Δt = 0.01 min)


4. Beim freien Fall ohne Luftwiderstand kann der zurückgelegte Weg s als Funktion der Zeit
t wie folgt dargestellt werden: s(t) = g


2
t2 mit g = 10 m


s2 , Zeit t in s.
Zeichnen Sie die Funktion auf für 0 � t � 3 . Berechnen Sie sodann die Geschwindigkeit
nach 1.5 s unter Verwendung eines Zeitintervalls von Δt = 0.1 ; 0.01 ; 0.001 ; 0.0001 s.
Erstellen Sie eine geeignete Tabelle.


5. Gegeben ist das Anfangswertproblem durch die Differenzialgleichung y′(t) = 0.5y(t) und
den Anfangswert y(0) = 1.2.
Berechnen Sie unter Verwendung der Euler-Methode sukzessive bessere Näherungswerte
für y(3). Verwenden Sie nacheinander die folgenden Zeitschritte: Δt = 3; 1; 0.1; 0.01; 0.001;
0.0001.
Skizzieren Sie die entstehenden Graphen und geben Sie für Δt = 3 und Δt = 1; die
Gleichungen der Geradenstücke an.
Rechnen Sie für Δt = 3 und Δt = 1 von Hand und erstellen Sie eine Tabelle. Verwenden
Sie für kleine Werte von Δt eine benutzerdefinierte Funktion (vgl.auch Anhang D).


6. Gegeben ist das Anfangswertproblem y′(t) = y(t); y(0) = 1. Verwenden Sie den Zeitschritt
Δt = 1


n
. Zeigen Sie : Es ist y(1) =


(
1 + 1


n


)n. Keinen TR verwenden!


7. Wenn man bei der Abkühlung nicht die Wärmeleitung, sondern die Wärmestrahlung
als Ursache berücksichtigt, dann ergibt sich eine andere Differentialgleichung, nämlich
: T ′(t) = a · (T4(t) − T4


u


)
(Stefan-Boltzmann-Gesetz), wobei hier für die Temperatur die


absolute Temperatur gesetzt werden muss Tabsolut = TCelsius + 273 .
Berechnen Sie mit den Daten aus dem Beispiel in 1.4. die Temperatur nach 6 min. Be-
rechnen Sie dabei zuerst die Konstante a so, dass T ′(0) = −6 °C/min (wie im Beispiel ).
Rechnen Sie mit der Eulermethode und verwenden Sie tstep = 0.1.


8. Es sei nun die Anfangstemperatur T(0) = 25 °C, die Umgebungstemperatur Tu = 20 °C.
Berechnen Sie die Temperatur nach 1, 2, 3, ..., 10 min nach Newton und nach Stefan-
Boltzmann und vergleichen Sie!
Bestimmen Sie den Faktor a (Stefan-Boltzmann) resp. k (Newton) so, dass in beiden Fällen
die anfängliche Änderungsrate der Temperatur T ′(0) = −0.5 °C/min beträgt. Verwenden
Sie die Eulermethode mit Δt = 0.1.


9. Ermitteln Sie aus der Tabelle 1.1 in jedem Zeitintervall [0; 1], [1; 2], . . . den Näherungswert
von k in der Differenzialgleichung T ′(t) = k(T(t) − Tu) und bestimmen Sie sodann den
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Kapitel 1. Ein mathematisches Modell und die Änderungsrate


Mittelwert. Als Wert von T(t) wählt man am zweckmässigsten jeweils den Mittelwert der
Temperatur im entsprechenden Teilintervall.


10. Analog zu Aufgabe 9, aber unter Verwendung der Tabelle 1.2.


11. Zeichnen Sie mit Hilfe des CAS-Taschenrechners oder eines Computers die Lösungskurve
zur Differenzialgleichung T ′(t) = k(T(t) − Tu) mit dem Anfangswert T(0) = T0 = 79.7 °C
sowie Tu = 21.7 °C.
Verwenden Sie den Wert k = −0.155 min−1 aus der vorangehenden Aufabe sowie einen
Zeitschritt von Δt = 0.1. Die vorgegebenen Werte entsprechen dem im Abschnitt 1.1 be-
schriebenen Experiment. Vergleichen Sie mit der Abbildung 1.1.
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2 Die Ableitung einer Funktion


Das Ziel dieses Kapitels ist es, eine präzise Definition der ersten Ableitung einer Funktion zu
formulieren, welche es uns dann erlaubt, diese für viele Funktionen exakt zu berechnen. Dazu
muss vorgängig der Begriff des Grenzwerts eingeführt werden. Aus einer Folge immer besserer
Näherungen für die erste Ableitung einer Funktion an einer bestimmten Stelle kann in vielen
Fällen der exakte Wert der ersten Ableitung ermittelt werden. Dieses Vorgehen heisst Bestim-
mung oder Berechnung eines Grenzwerts. Wir werden das Verfahren wieder im Kontext einer
konkreten Anwendung entwickeln.


2.1 Die Momentangeschwindigkeit beim Abbremsen eines
Fahrzeugs


Ein Fahrzeug bremst von einer Geschwindigkeit v0 = 20 m/s bis zum Stillstand ab. Der während
des Bremsvorgangs zurückgelegte Weg als Funktion der Zeit sei durch die Funktionsgleichung
s(t) = 20 · t − 2 · t2 beschrieben, wobei t die Anzahl Sekunden und s die Anzahl zurückgelegter
Meter nach Einleitung der Bremsung bedeuten. Es ist 0 � t � 5, weil nach fünf Sekunden das
Fahrzeug still steht.


Abbildung 2.1: s(t) = 20t − 2t2|0 � t � 5


Wie gross ist die momentane Geschwindigkeit nach drei Sekunden? Wir erinnern uns: Ge-
schwindigkeit ist Weg durch Zeit. Um einen guten Näherungswert für die Momentangeschwin-
digkeit nach drei Sekunden zu erhalten, betrachten wir zwei möglichst nahe beieinander lie-
gende Zeitpunkte mit der Zeitdifferenz Δt, bestimmen den Weg Δs, welcher zwischen diesen
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Kapitel 2. Die Ableitung einer Funktion


Zeitpunkten zurückgelegt wurde und bilden den Quotienten v ≈ Δs
Δt


. Der so gefundene Quo-
tient ist dann ein Näherungswert für die gesuchte Geschwindigkeit. Wir gehen wieder so vor,
wie im Kapitel 1.2:


1. Methode, Vorwärts
Wir berechnen den zurückgelegten Weg zwischen den Zeitpunkten ta = 3 und tb = 3+Δt und
dividieren diesen durch Δt.


2. Methode, Rückwärts
Anstatt den zurückgelegten Weg zwischen den Zeitpunkten ta = 3 und tb = 3+ Δt zu betrach-
ten, können wir auch rückwärts blickend den zurückgelegten Weg zwischen den Zeitpunkten
ta = 3 − Δt und tb = 3 betrachten.


3. Methode, Vorwärts und rückwärts
Diesmal betrachten wir den zurückgelegten Weg zwischen den Zeitpunkten ta = 3 − Δt und
tb = 3 + Δt.


Den Wert von Δt lassen wir dabei sukzessive kleiner werden und wir erhalten so immer bessere
Werte für die Momentangeschwindigkeit nach drei Sekunden.
Wir berechnen also die Geschwindigkeit wie folgt :


Tabelle 2.1: Näherungsweise Berechnung der Momentangeschwindigkeit nach drei Sekunden


1. Methode 2. Methode 3. Methode


Δt v ≈ s(3+Δt)−s(3)
Δt


v ≈ s(3)−s(3−Δt)
Δt


v ≈ s(3+Δt)−s(3−Δt)
2Δt


(s) (m/s) (m/s) (m/s)
1 6 10 8
0.1 7.8 8.2 8
0.01 7.98 8.02 8
0.001 7.998 8.002 8
0.0001 7.9998 8.0002 8
...


...
...


...


Kommentar:


• Da unser betrachtetes Fahrzeug immer langsamer wird, liefert uns die 1. Methode zu
kleine Werte für die Geschwindigkeit, die 2. dagegen zu grosse.


• Wenn wir Δt immer kleiner werden lassen, dann nähert sich der Wert für die Geschwindig-
keit bei der 1. und 2. Methode immer mehr dem Wert 8 an, man sagt: «8 ist der Grenzwert
für Δt → 0.»


• Eine Warnung: Wenn man mit einem Taschenrechner oder Computer die Tabelle weiter-
führt, dann ergibt sich für die Geschwindigkeit plötzlich der Wert 0. Mit dem TI-Nspire™
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2.1. Die Momentangeschwindigkeit beim Abbremsen eines Fahrzeugs


ist dies z.B bei Δt = 10−14 der Fall. Das ist jedoch darauf zurückzuführen, dass bei der
Berechnung der Geschwindigkeit im Zähler die Differenz zweier fast gleich grosser Zahlen
auftritt, nämlich s(t+Δt)− s(t) (bei der 1. Methode). Da der TR nur mit einer begrenzten
Anzahl Stellen rechnet, ergibt diese Differenz dann fälschlicherweise 0. Bsp. : Ist Δt = 10−6,
dann ist s(3 + Δt) = 42.000008 und s(3) = 42.0000000. Für einen Rechner, der nur mit sie-
ben signifikanten Stellen und damit hier mit fünf Nachkommastellen rechnet, ergibt sich
die Differenz 0.


• Es liefern alle drei Methoden denselben Grenzwert 8. Dass die dritte Methode diesen Wert
von Anfang an liefert, hängt von der verwendeten Funktion ab, bei andern Funktionen ist
dies nicht der Fall.


• Die Formel v ≈ s(3+Δt)−s(3)
Δt


ist auch für die 2. Methode gültig, wenn wir Δt durch −Δt


ersetzen.


• Wenn wir den Graphen der Funktion s (vgl. Abbildung 2.1) um den Punkt mit den Koordi-
naten (3 | 42) genügend stark vergrössern, dann ist ein kleiner Ausschnitt dieser Vergrös-
serung kaum noch von einer geraden Linie zu unterscheiden. Im vorliegenden Beispiel
erreichen wir dies z. B. mit einer 100-fachen Vergrösserung (vgl. Abbildung 2.2).


Abbildung 2.2: 100-fache Vergrösserung um den Punkt (3 | 42)


• Die Steigung der «Geraden» in Abbildung 2.2 beträgt Δs
Δt


= 8 (mit der 3. Methode be-
stimmt).


Abbildung 2.3: Bestimmung der Steigung der «Geraden» aus Abb. 2.2


• Genau genommen ist der Graph in Abbildung 2.2 resp. 2.3 keine Gerade und wir erhalten
auch bei noch so starker Vergrösserung keine Gerade, jedoch nähert sich der Graph lokal
immer mehr einer Geraden an, je mehr wir vergrössern. Wir können den Vorgang mit
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Kapitel 2. Die Ableitung einer Funktion


dem Mikroskopieren vergleichen: Wir betrachten den Graphen der Funktion beim Punkt
(3 | 42) unter einem Mikroskop und setzen zunehmend stärkere Vergrösserungen ein. Der
Ausschnitt, den wir unter dem Mikroskop sehen, ist dann bald nicht mehr von einer
Geraden zu unterscheiden.


• Betrachten wir den Ausschnitt des Graphen, den wir in der Abbildung 2.2 resp 2.3. se-
hen, als Gerade, dann handelt es sich um die Gerade g durch den Punkt P(3 | 42) mit der
Steigung 8 und damit mit der Gleichung g : s = 8(t − 3) + 42 = 8t + 18. Zeichnen wir die
Gerade g und den Graphen der Funktion s in einem Koordinatensystem (wir verwenden
wieder den Ausschnitt von Abbildung 2.1), dann ergibt sich die Abbildung 2.4.


Abbildung 2.4: Gerade g und Graph der Funktion s


Die Gerade g berührt den Graphen der Funktion im Punkt P(3 | 42) und heisst deshalb
auch Tangente an den Graphen der Funktion im Punkt P.


• Vergrössern wir einen Ausschnitt aus Abbildung 2.4 um den Faktor 10, dann erhalten wir
die Abbildung 2.5. Der Graph der Funktion und die Gerade g sind nun schon fast nicht
mehr voneinander zu unterscheiden.


• Vergrössern wir weiterhin einen Ausschnitt aus Abbildung 2.5 um den Faktor 10, dann ist
innerhalb der Bildschirmauflösung kaum noch ein Unterschied zwischen der Geraden g


und dem Graphen der Funktion s feststellbar (Abbildung 2.6).


Abbildung 2.5: Abbildung 2.6:
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2.2. Die erste Ableitung einer Funktion an einer bestimmten Stelle


FOLGERUNG:
Die Änderungsrate einer Funktion an einer bestimmten Stelle ist gleich der Steigung des
Graphen der Funktion an dieser Stelle, falls der Graph bei fortgesetzter Vergrösserung um
diese Stelle sich immer mehr einer Geraden annähert.
Die Steigung dieser Geraden ist dann gleich der Steigung des Graphen der Funktion an
dieser Stelle.


2.2 Die erste Ableitung einer Funktion an einer bestimmten
Stelle


Vorbemerkung:
Im einführenden Beispiel im Abschnitt 2.1. war die unabhängige Variable der Funktion die Zeit,
welche deshalb mit dem Buchstaben t bezeichnet wurde, und die abhängige Variable bedeutete
den zurückgelegten Weg, weshalb diese mit dem Buchstaben s bezeichnet wurde. Steht eine
Funktion in einem bestimmten Kontext, dann richtet sich die Bezeichnung der Variablen oft
nach diesem. Abstrahieren wir vom Kontext, dann bezeichnen wir meistens die unabhängige
Variable mit x und die abhängige mit y. Da y der Funktionswert einer Funktion f an der Stelle
x ist, schreiben wir y = f(x).


Definition: Die erste Ableitung einer Funktion f an der Stelle x = x0 ist die Änderungsrate dieser
Funktion an dieser Stelle, was dasselbe ist wie die Steigung des Graphen der Funktion f beim
Punkt (x0 | f(x0)). Die erste Ableitung wird mit f ′(x0) bezeichnet.


2.2.1 Geometrisch-numerische Bestimmung der ersten Ableitung
an einer Stelle x0


Wir betrachten noch einmal die sukzessive Annäherung an die momentane Änderungsrate (erste
Ableitung) an einer bestimmten Stelle analog wie in der Tabelle 2.1. Zusätzlich zur numerischen
Annäherung analysieren wir diese geometrisch und beschreiben das Vorgehen genauer.


Vorgehen zur Bestimmung der 1. Ableitung an der Stelle x0


1. Vergrössere den Graphen beim Punkt (x0 | f(x0)), bis der Graph mehr oder weniger gerade
erscheint.


2. Berechne die Steigung des vergrösserten Ausschnitts unter Verwendung eines zweiten
Punktes des Graphen jeweils vorwärts resp. rechtsseitig (zweiter Punkt rechts von x0)
sowie rückwärts resp. linksseitig (zweiter Punkt links von x0).


3. Wiederhole die Schritte 1 und 2.
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4. Wenn sich die Folgen der in Schritt 2 berechneten Steigungen einem gemeinsamen Grenz-
wert annähern, dann ist dieser die gesuchte Steigung resp. die erste Ableitung an der Stelle
x0.


Exemplarisch bestimmen wir damit die erste Ableitung der Funktion
f(x) = −2x2 + 20x an der Stelle x0 = 2. Wir vergrössern jedesmal um den Faktor 10 und
betrachten die rechtsseitige und die linksseitige Steigung.


Erste Näherungen, Δx = 1


Zur Bestimmung der Steigung wählen wir einen zweiten Punkt auf dem Graphen, dessen x-
Koordinate um Δx = 1 grösser (resp. kleiner) ist als x0.


Abbildung 2.7: Erste Näherungen für die Steigung an der Stelle x0 = 2


Linksseitig


f ′(2) ≈ f(2) − f(1)


2 − 1


=
32 − 18


1
= 14


Rechtsseitig


f ′(2) ≈ f(3) − f(2)


3 − 2


=
42 − 32


1
= 10


Die beiden Näherungen sind ziemlich unterschiedlich, weil das Kurvenstück im betrachteten
Bereich noch deutlich gekrümmt ist.


Zweite Näherungen, Δx = 0.1


Wir vergrössern den Graphen um den Punkt (2 | 32) mit dem Faktor 10. Entsprechend wählen
wir den zweiten Punkt der zur Bestimmung der Steigung herangezogen wird so, dass seine
x-Koordinate 10 mal weniger weit von x0 = 2 entfernt als bei der ersten Näherung , d. h.
zur Bestimmung der Steigung wählen wir einen zweiten Punkt auf dem Graphen, dessen x-
Koordinate um Δx = 0.1 grösser (oder kleiner) ist als x0.
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2.2. Die erste Ableitung einer Funktion an einer bestimmten Stelle


Abbildung 2.8: Vergrösserung eines Ausschnitts um den Punkt (2 | 32) für die zweiten
Näherungen


Linksseitig


f ′(2) ≈ f(2) − f(1.9)


2 − 1.9


=
32 − 30.78


0.1
= 12.2


Rechtsseitig


f ′(2) ≈ f(2.1) − f(2)


2.1 − 2


=
33.18 − 32


0.1
= 11.8


Dritte Näherungen, Δx = 0.01


Wir vergrössern den Graphen aus der Abbildung 2.8 rechts um den Punkt (2 | 42) wieder mit
dem Faktor 10. Entsprechend wählen wir den zweiten Punkt der zur Bestimmung der Steigung
herangezogen wird so, dass seine x-Koordinate 10 mal weniger weit von x0 = 2 entfernt als bei
der zweiten Näherung , d. h. zur Bestimmung der Steigung wählen wir einen zweiten Punkt
auf dem Graphen, dessen x-Koordinate um Δx = 0.01 grösser (oder kleiner) ist als x0.


Abbildung 2.9: Vergrösserung eines Ausschnitts um den Punkt (2 | 32) für die dritten
Näherungen


Linksseitig


f ′(2) ≈ f(2) − f(1.99)


2 − 1.99


=
32 − 31.8798


0.01
= 12.02


Rechtsseitig


f ′(2) ≈ f(2.01) − f(2)


2.01 − 2


=
32.1198 − 32


0.01
= 11.98


©Texas Instruments 2010 19







Kapitel 2. Die Ableitung einer Funktion


Auf diese Weise können wir beliebig fortfahren und erhalten so zwei Folgen von immer besseren
Näherungen.1
Mit Hilfe der Tabellenkalkulation (Lists & Spreadsheet bei TI-Nspire™) können diese Folgen
einfach erzeugt werden.


Tabelle 2.2: Folgen von Näherungen für die 1. Ableitung bei x0 = 2


Die beiden Folgen von Näherungswerten nähern sich beliebig genau dem Wert 12 an, d. h. der
Grenzwert der beiden Folgen ist 12 und damit hat die erste Ableitung von f an der Stelle x0 = 2


den Wert 12. Schreibweise: f ′(2) = 12.
Im nächsten Abschnitt werden wir dieses geometrisch und numerisch erzielte Resultat algebra-
isch herleiten. Die algebraische Herleitung ist viel kürzer und lässt sich leicht verallgemeinern.


Bemerkung: Die dritte Methode (vorwärts und rückwärts) haben wir weggelassen. Wenn die er-
ste und zweite Methode (linksseitig und rechtsseitig) zum gleichen Resultat führen, dann führt
auch die dritte Methode zwangsläufig zu diesem Resultat, sie kann deshalb hier weggelassen
werden. Bei der Untersuchung empirischer (durch Messung gewonnenen) Funktionen ist sie je-
doch oft nützlich. Allein die dritte Methode zu verwenden genügt jedoch nicht, wie das Beispiel
in Aufgabe 4 zeigt.


2.2.2 Algebraische Berechnung


Gesucht ist die erste Ableitung der Funktion f(x) = 20x − 2x2 an der Stelle x0 = 2 oder die
Steigung des Graphen dieser Funktion an der Stelle x0 = 2. Mit Hilfe einfacher algebraischer
Umformungen können wir das vorher hergeleitete Resultat direkter erzielen. Die Verbindungs-
gerade zweier Punkte eines Graphen einer Funktion heisst Sekante. Wir berechnen nun die
Steigung der Sekante durch die Punkte mit den Koordinaten (2 | f(2)) und (2 + Δx | f(2 + Δx)).
Es ist f(2) = 32 und f(2 + Δx) = 20(2 + Δx) − 2(2 + Δx)2 = −2(Δx)2 + 12Δx + 32.


1Man könnte selbstverständlich auch mit einem andern Faktor vergrössern, wichtig ist nur, dass der zweite Punkt sich
sukzessive dem ersten beliebig nähert.
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Wir erhalten demnach für diese Sekantensteigung


Δy


Δx
=


f(2 + Δx) − f(2)


Δx
=


−2(Δx)2 + 12Δx + 32 − 32


Δx
= −2Δx + 12.


Abbildung 2.10: Sekante und Sekantensteigung


Bemerkungen:


1. Die Sekantensteigung wurde als Quotient zweier Differenzen, nämlich der Differenz der
y-Werte: Δy = f(2+Δx)− f(2) und der Differenz der x-Werte: Δx = (2+Δx)− 2 errechnet.
Dieser Quotient heisst deshalb Differenzenquotient.


2. Ist Δx positiv, dann liegt der zweite Punkt rechts vom Ausgangspunkt und wir erhalten die
rechtsseitige Sekantensteigung, ist Δx dagegen negativ, dann erhalten wir die linksseitige
Tangentensteigung. Der algebraische Ausdruck enthält also beide Methoden.


Wir lassen nun Δx immer kleiner werden, d.h. wir betrachten den Grenzwert für Δx → 0. Der
Wert des Differenzenquotienten Δy


Δx
nähert sich dabei dem Wert 12 immer mehr, d. h. er kommt


dem Wert 12 beliebig nahe, wenn Δx hinreichend nahe bei 0 gewählt wird. Wir schreiben dies
in der Form


f ′(2) = lim
Δx→0


f(2 + Δx) − f(2)


Δx
= lim


Δx→0
−2Δx + 12 = 12.


Wir verallgemeinern dieses Resultat zur Definition der ersten Ableitung.


Definition: Die erste Ableitung einer Funktion f an der Stelle x0 ist der Grenzwert


f ′(x0) = lim
Δx→0


f(x0 + Δx) − f(x0)


Δx
= lim


Δx→0


Δy


Δx


Bemerkung: In vielen Formelsammlungen wird Δx = h gesetzt und die Definition lautet dann
entsprechend:


f ′(x0) = lim
h→0


f(x0 + h) − f(x0)


h
.
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Es folgen noch zwei weitere Definitionen:


• Der Quotient
Δy


Δx
=


f(x0 + Δx) − f(x0)


Δx
=


f(x0 + h) − f(x0)


h


heisst Differenzenquotient.


• Der Grenzwert des Differenzenquotienten für Δx → 0 (resp. h → 0) ist die erste Ableitung
und heisst Differenzialquotient und wird geschrieben in der Form


dy


dx
= lim


Δx→0


Δy


Δx
= lim


Δx→0


f(x0 + Δx) − f(x0)


Δx
.


Bedeutung der ersten Ableitung


• f ′(x0) ist die momentane Änderungsrate von f an der Stelle x0.


• f ′(x0) ist die Steigung des Graphen der Funktion f an der Stelle x0.
Die Gerade mit der Steigung f ′(x0) durch den Punkt P(x0 | f(x0)) ist die Tangente an den
Graphen von f in diesem Punkt.


• f ′(x0) ist der Proportionalitätsfaktor in der Proportionalität


Δy ≈ f ′(x0) · Δx.


Δy ist die Änderung des Funktionswerts, diese ist für kleine Änderungen Δx angenähert
proportional zu Δx.


Ableitungen spielen in der Physik eine wichtige Rolle, insbesondere haben wir in Abschnitt 2.1.
erkannt:
Ist s = s(t) die Weg-Zeit-Funktion einer eindimensionalen Bewegung eines Massenpunktes,
dann ist s ′(t0) die Geschwindigkeit dieses Massenpunktes zur Zeit t0. Die Funktion t �−→
s ′(t) ist dann die Geschwindigkeits-Zeit-Funktion (vgl. dazu auch Abschnitt 2.3.). Wir werden
diesen wichtigen physikalischen Sachverhalt im Kapitel 8 sogar zur Herleitung mathematischer
Resultate verwenden!


22 ©Texas Instruments 2010







2.3. Eine globale Betrachtung: Die erste Ableitung als Funktion


2.3 Eine globale Betrachtung: Die erste Ableitung als
Funktion


Im vorangehenden Abschnitt haben wir gesehen, dass die erste Ableitung f ′(x0) einer Funktion
f an der Stelle x0 eine Zahl ist, welche die momentane Änderungsrate der Funktion f an der
Stelle x0 angibt oder auch die Steigung des Graphen von f im Punkt P(x0 | f(x0)). Ordnen wir
nun jedem x-Wert aus dem Definitionsbereich einer Funktion f die Ableitung an dieser Stelle
zu, so erhalten wir wieder eine Funktion, die erste Ableitung von f genannt wird:


• Lokale Betrachtung: f ′(x0) gibt die momentane Änderungsrate oder Steigung des Graphen
bei x = x0 an. f ′(x0) ist also eine Zahl.


• Globale Betrachtung: f ′ : x �−→ f ′(x) ordnet jedem x-Wert die erste Ableitung der Funktion
f an dieser Stelle zu. f ′ : x �−→ f ′(x) heisst erste Ableitungsfunktion von f oder kurz erste
Ableitung von f.


Entsprechend formulieren wir:


Definition:
Die erste Ableitungsfunktion einer Funktion f erhält man durch die Zuordnungsvorschrift


x �−→ f ′(x) = lim
Δx→0


f(x + Δx) − f(x)


Δx
= lim


Δx→0


Δy


Δx
=


dy


dx


Bemerkung: Vorausgesetzt ist, dass die erste Ableitung für jede Stelle x aus dem Definitionsbe-
reich existiert.
Den Zusammenhang zwischen einer Funktion und ihrer erste Ableitung sieht man klar, wenn
man die Graphen studiert. Zur Illustration betrachten wir den Graphen einer Funktion f und
den Graphen ihrer Ableitung f ′ im selben Koordinatensystem (Abbildung 2.3).


Abbildung 2.11: Extrema und erste Ableitung einer Funktion


Zur besseren Übersicht wurde die x-y-Ebene durch drei vertikale Geraden bei x = a, x = b,
und x = c unterteilt (a, b und c sind die Nullstellen von f ′). Bei jedem Wert von x gibt der
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zugehörige Wert der ersten Ableitung f ′(x) die Steigung des Graphen von f an der Stelle x resp.
im Punkt (x | f(x)) an.
Insbesondere gilt der in Tabelle 2.3 dargestellte Zusammenhang.
Wir führen anhand der Abbildung 2.3 noch die folgenden Begriffe ein:


Tabelle 2.3: Steigungsverhalten und erste Ableitung


Graph von f(x) 1. Ableitung f ′(x) Im Beispiel
Fallend Negativ x < a


Steigend Positiv a < x < b


Fallend Negativ b < x < c


Steigend Positiv c < x


Horizontal Null x = a, x = b, x = c


EXTREMSTELLEN EINER FUNKTION


• An den Stellen x = a und x = c hat die Funktion f ein LOKALES MINIMUM resp. der
Graph einen TIEFPUNKT.


• An der Stelle x = b hat die Funktion f ein LOKALES MAXIMUM resp. der Graph einen
HOCHPUNKT.


Wir erkennen das folgende Kriterium für das Vorhandensein eines lokalen Extremas:


Satz:
Eine differenzierbare Funktion f hat an der Stelle x = x0 ein lokales Maximum (Minimum),
wenn gilt:


1. f ′(x0) = 0 und


2. f ′(x) wechselt beim Durchgang von x durch x0 das Vorzeichen von + zu − (von − zu +).


2.4 Die zweite Ableitung, höhere Ableitungen


Da bei einer gegebenen Funktion f die erste Ableitung f ′ auch eine Funktion ist, können wir
diese ebenfalls ableiten. Die Ableitung von f ′ nennen wir dann die zweite Ableitung f ′′. Da
f ′′ wiederum eine Funktion ist, können wir f ′′ ebenfalls ableiten und erhalten so die dritte
Ableitung f ′′′ etc. Bei der Bestimmung von Extremalstellen ist die zweite Ableitung oft hilfreich.


Gilt an einer Stelle x0, dass f ′(x0) = 0 und f ′′(x0) > 0, bedeutet dies, dass f ′ an der Stelle x0


eine Nullstelle hat und der Graph von f ′ dort zugleich steigend verläuft. Folglich wechselt f ′


dort das Vorzeichen von − zu + und deshalb liegt dort ein lokales Minimum vor.


Analog gilt, wenn f ′ bei x0 eine Nullstelle hat und f ′′(x0) < 0 ist, dann verläuft der Graph von
f ′ bei x0 fallend, also wechselt f ′ beim Durchgang durch x0 das Vorzeichen von + zu −, folglich
liegt dort ein lokales Maximum vor.
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Damit erhalten wir das folgende Kriterium:


• Gilt f ′(x0) = 0 und f ′′(x0) > 0, dann hat f bei x0 ein lokales Minimum.


• Gilt f ′(x0) = 0 und f ′′(x0) < 0, dann hat f bei x0 ein lokales Maximum.


Bemerkung:
Das hier formulierte Kriterium für das Vorhandensein eines lokalen Extremums ist eine hin-
reichende aber nicht notwendige Bedingung; das heisst, wenn dieses Kriterium erfüllt ist, dann
liegt sicher ein lokales Extremum vor, wenn es jedoch nicht erfüllt ist, kann trotzdem noch ein
Extremum vorliegen.


2.5 Die geometrische Bedeutung der zweiten Ableitung,
Wendepunkte


Das Vorzeichen der zweiten Ableitung f ′′ wirkt sich auf die Krümmung des Graphen von f aus.
Dies kann wie folgt begründet werden:


1. f ′′(x) > 0 in einem Intervall (Abbildung 2.13):
f ′′ ist die erste Ableitung von f ′. Weil f ′′ im ganzen betrachteten Intervall positiv ist, steigt
dort der Graph von f ′ monoton, d.h. die Werte von f ′ nehmen mit wachsendem x- Wert
zu, also nimmt die Steigung von f im betrachteten Intervall zu. Zunehmende Steigung
bedeutet jedoch, dass sich die Tangente an die Kurve im Gegenuhrzeigersinn dreht. Für
den Graphen von f ergibt sich also eine Linkskrümmung oder Linkskurve. Man sagt
auch: Der Graph von f ist konvex.


1


2


3


−1


−2


−3


−4


1 2 3 4−1−2−3−4−5


f ′′


f ′


f


Abbildung 2.12: Zweite Ableitung und Krümmungsverhalten: Linkskrümmung
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1


2


3


−1


−2


−3


−4


1 2 3 4−1−2−3−4−5


f ′′


f ′


f


Abbildung 2.13: Zweite Ableitung und Krümmungsverhalten: Rechtskrümmung


2. f ′′(x) < 0 in einem Intervall (Abbildung 2.14):
Weil f ′′(x) < 0 im betrachteten Intervall, ist f ′ dort monoton fallend, also nimmt die Stei-
gung von f im betrachteten Intervall ab, was zur Folge hat, dass sich die Tangente an den
Graphen von f mit wachsendem x-Wert rechtsherum dreht, also ergibt sich eine Rechts-
kurve oder Rechtskrümmung. Man sagt auch: Der Graph von f ist konkav.


Zusammenfassung:
Zweite Ableitung f ′′ Graph der Funktion f


f ′′(x) > 0 Linkskrümmung, konvex
f ′′(x) < 0 Rechtskrümmung, konkav


WENDEPUNKT:
Geht der Graph einer Funktion f von einer Linkskrümmung in eine Rechtskrümmung über


oder umgekehrt, dann spricht man von einem WENDEPUNKT.


Als Kriterium für das Vorhandensein eines Wendepunkts erkennen wir den folgenden


Satz:
Eine zweimal differenzierbare Funktion f hat an der Stelle x = x0 einen Wendepunkt, wenn gilt:


1. f ′′(x0) = 0 und


2. f ′′(x) wechselt beim Durchgang von x durch x0 das Vorzeichen.


Eine hinreichende, aber nicht notwendige Bedingung für einen Wendepunkt ist:
Gilt f ′′(x0) = 0 und f ′′′(x0) �= 0, dann hat f bei x0 einen Wendepunkt.
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Link s k r ü m m ung


Rechtskrümmung


Wendepunkt


Abbildung 2.14: Wendepunkt


2.6 Aufgaben zu Kapitel 2


1. Bestimmen Sie beim Abbremsvorgang im Abschnitt 2.1 die Geschwindigkeit des Fahr-
zeugs nach 1 Sekundeund nach 2 Sekunden. Bestimmen Sie ebenfalls die Gleichungen der
Tangenten an die Kurve in den Punkten mit den Koordinaten (1 | s(1)) und (2 | s(2))


2. Gegeben ist die Funktion f : f(x) = x2. Bestimmen Sie wie im Beispiel 2.2 mit Hilfe des
Taschenrechners möglichst genau f ′(1); f ′(2); f ′(3) undf ′(4). Erstellen Sie eine Tabelle wie
in 2.2 Versuchen Sie auch eine Formel für f ′(x) zu finden.


3. Wie Aufgabe 1, aber mit den Funktionen


a) f(x) = 1
3
x3; f ′(1), f ′(2), f ′(3)


b) g(x) =
√


x; g ′(0.25), g ′(1), g ′(4).


4. Bestimmen Sie bei den gegebenen Funktionen an der angegebenen Stelle die Folgen der
Näherungswerte für die Steigung linksseitig (rückwärts), rechtsseitig (vorwärts) und sym-
metrisch (vorwärts und rückwärts).
Verwenden Sie nacheinander Δx = 1, 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001.
Interpretieren Sie das Resultat.
Vergrössern Sie wiederholt einen Ausschnitt des Graphen um den Punkt (x0 | f(x0)) resp.
(x0 | g(x0)) mit Hilfe der Zoom-Funktion. Was beobachten Sie?


a) f(x) =
√


x2 = |x|, x0 = 0


b) g(x) = |x2 − 2x|, x0 = 2


Hinweis: Rechnereingabe für |x| ist abs(x)
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5. Von einer Funktion f kennt man:


a) f(3) = 2 und f ′(3) = −4.
Bestimmen Sie einen Schätzwert für f(2.99) und f(3.02).


b) f(5) = 7 und f(5.03) = 7.1.
Bestimmen Sie einen Schätzwert für f ′(5).


c) f(1.6) = 1 und f ′(1.6) = −5 .
Bestimmen Sie jenen Schätzwert für x so, dass f(x) = 0.


6. Zeigen Sie algebraisch:


a) Die erste Ableitung von f(x) = mx ist f ′(x) = m


b) Die erste Ableitung von f(x) = x2 ist f ′(x) = 2x


c) Die erste Ableitung von f(x) = x3 ist f ′(x) = 3x2


7. Skizzieren Sie zu jeder der nachstehend gezeichneten Funktionen f1, . . . , f9 die erste Ab-
leitung:


Abbildung 2.15: Aufgabe 7a
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Abbildung 2.16: Aufgabe 7b


Abbildung 2.17: Aufgabe 7c
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3 Ableitungen elementarer Funktionen,
Ableitungsregeln, Anwendungen


Diese Kapitel ist zum Teil rechentechnischer Natur. Es werden die Ableitungen der Potenzfunk-
tionen mit natürlichem Exponenten, der umgekehrten Proportionalität und der Wurzelfunktion
hergeleitet. Anschliessend werden die Ableitungsregeln für die Multiplikation einer Funktion
mit einem konstanten Faktor sowie die Summenregel bewiesen. Damit können u. a. alle Polynom-
funktionen abgeleitet werden und es ergeben sich schon vielfältige Anwendungen. Weiterhin
werden noch die Ableitungsregeln für ein Produkt, einen Quotienten und die Verkettung zwei-
er Funktionen bewiesen. Mit diesem Grundgerüst ist es dann möglich, die Ableitungen vieler
wichtiger Funktionen zu bestimmen. Viele Anwendungen aus verschiedenen Gebieten finden
sich im Aufgabenteil.


3.1 Die erste Ableitung von f(x) = xn


Es gilt : Die 1. Ableitung von f(x) = xn ist f ′(x) = nxn−1 für n ∈N.


Beweis: Es kann n > 2 vorausgesetzt werden, da für n = 1, 2 und 3 die Gültigkeit der Re-
gel in der Aufgabe 6 im vorangehenden Kapitel gezeigt wurde.


f ′(x) = lim
h→0


f(x + h) − f(x)


h


= lim
h→0


(x + h)n − xn


h


= lim
h→0


xn + nxn−1h + h2Q − xn


h


= lim
h→0


(nxn−1 + hQ)


= nxn−1.


Begründung: Nach dem Binomischen Satz oder mit Hilfe des Pascal’schen Dreiecks ist


(x + h)n = xn + nxn−1h +
n(n − 1)


2
xn−2h2 + · · · + nxhn−1 + hn


︸ ︷︷ ︸
h2Q


.


Der dritte Summand und alle nachfolgenden enthalten den Faktor h2 oder höhere Potenzen von
h und können deshalb mit h2Q abgekürzt werden.
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3.2 Die erste Ableitung von f(x) = 1
x


Es gilt: Die erste Ableitung von f(x) = 1
x


ist f ′(x) = − 1
x2 .


Beweis:


f ′(x) = lim
h→0


f(x + h) − f(x)


h


= lim
h→0


1
x+h


− 1
x


h


= lim
h→0


−h


hx(x + h)


= lim
h→0


−1


x(x + h)


= −
1


x2
.


Bemerkung: Verwendet man die Potenzschreibweise, dann erhält man
(
x−1


) ′
= −x−2.


Die Regel (xn)′ = n · xn−1 aus 3.1. gilt also auch für n = −1. Es lässt sich leicht zeigen, dass sie
für alle n ∈ Z gilt.


3.3 Die erste Ableitung von f(x) =
√


x


Es gilt: Die erste Ableitung von f(x) =
√


x ist f ′(x) = 1
2
√


x
.


Beweis:


f ′(x) = lim
h→0


f(x + h) − f(x)


h


= lim
h→0


√
x + h −


√
x


h


= lim
h→0


(
√


x + h −
√


x)(
√


x + h +
√


x)


h(
√


x + h +
√


x)


= lim
h→0


h


h(
√


x + h +
√


x)


= lim
h→0


1√
x + h +


√
x


=
1


2
√


x
.


Bemerkung: Schreibt man die Wurzel als Potenz, dann erhält man
(
x


1
2


) ′
= 1


2
x− 1


2 .
Die Regel (xn)′ = n · xn−1 aus 3.1. gilt also auch hier. Diese Regel gilt sogar für alle reellen
Exponenten, auf den ausführlichen Beweis wird hier jedoch verzichtet.


Die Ergebniss aus 3.1-3.3 lassen sich in der folgenden leicht merkbaren Kurzform zusammen-
fassen:


(xr) ′ = r · xr−1, r ∈ Q
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3.4 Die Faktorregel (c · f) ′ = c · f ′, c: konstanter Faktor


Ein konstanter Faktor bleibt beim Ableiten erhalten! Es gilt also (c · f(x))′ = c · f ′(x)


Beweis:


(c · f(x))′ = lim
h→0


c · f(x + h) − c · f(x)


h


= lim
h→0


c · f(x + h) − f(x)


h


= c · f ′(x)


3.5 Die Summenregel (f + g) ′ = f ′ + g ′


Für die erste Ableitung einer Summe zweier Funktionen gilt:
(f(x) + g(x)) ′ = f ′(x) + g ′(x) oder kurz (f + g) ′ = f ′ + g′.


Beweis:


(f(x) + g(x)) ′ = lim
h→0


f(x + h) + g(x + h) − (f(x) + g(x))


h


= lim
h→0


f(x + h) − f(x) + g(x + h) − g(x)


h


= lim
h→0


(
f(x + h) − f(x)


h
+


g(x + h) − g(x)


h
)


= lim
h→0


f(x + h) − f(x)


h
+ lim


h→0


g(x + h) − g(x)


h


= f ′(x) + g ′(x).


Bemerkungen:
Ersetzt man g durch −g, dann ergibt sich (f − g) ′ = f ′ − g′


Beim Beweis wird stillschweigend vorausgesetzt, dass der Grenzwert einer Summe gleich der
Summe der Grenzwerte ist.
Beispiele:


1. f(x) = 4x2 + 3x − 12 ; f ′(x) = 8x + 3; f ′′(x) = 8


2. f(x) = x + x3 + x5 ; f ′(x) = 1 + 3x2 + 5x4; f ′′(x) = 6x + 20x3


3. f(x) = 12x5 − 8x3 + 111; f ′(x) = 60x4 − 24x2; f ′′(x) = 240x3 − 48x


4. f(x) = x4 +
√


x ; f ′(x) = 4x3 + 1
2
√


x


5. f(x) = 1
x


+ x ; f ′(x) = − 1
x2 + 1


6. f(x) = x8 − 6x5 + 3
√


x ; f ′(x) = 8x7 − 30x4 + 3


2
√


x
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Untersuchung einer Funktion, Kurvendiskussion


Bestimme von der Funktion f mit der Gleichung f(x) = x4 − 4x2 Nullstellen, Symmetrie des
Graphen bezüglich des Koordinatensystems, Extrema und Wendepunkte.


Wir bilden zuerst die erste und zweite Ableitung:


f(x) = x4 − 4x2


f ′(x) = 4x3 − 8x


f ′′(x) = 12x2 − 8


• Nullstellen: Die Nullstellen finden wir als Lösung der Gleichung f(x) = 0, es sind zugleich
die Schnittpunkte der Kurve mit der x-Achse.
Wir erhalten x1 = −2; x2 = x3 = 0; x4 = 2.
(Von Hand kann man die Nullstellen auch erhalten mittels Faktorisieren des Funktions-
terms: x4 − 4x2 = x2(x − 2)(x + 2) = 0.)


• Symmetrie: Es ist f(−x) = f(x) , also ist der Graph von f symmetrisch bezüglich der
y-Achse.


• Extrema finden wir bei den Nullstellen der ersten Ableitung, also aus der Gleichung
f ′(x) = 0.
Wir erhalten x5 = −


√
2; x6 = 0; x7 =


√
2.


(Von Hand geht es wieder mit Faktorisieren: 4x3 − 8x = 4x(x2 − 2) = 0.)
Ausserdem ist:
f ′′(−


√
2) = 16 > 0; f ′′(0) = −8 < 0; f ′′(


√
2) = 16 > 0.


Daraus folgt:


– Tiefpunkte T1(−
√


2 | − 4) ≈ (−1.41 | − 4) und T2(
√


2 | − 4) ≈ (1.41 | − 4)


– Hochpunkt H(0 | 0)


• Wendepunkte finden wir mit Hilfe der Nullstellen der zweiten Ableitung: Aus


12x2 − 8 = 0 folgt x8 = −


√
2


3
; x9 =


√
2


3
.


Wir erhalten damit die beiden Wendepunkte


W1


(
−


√
2


3


∣∣∣∣−20


9


)
≈ (−0.816 | − 2.22) und W2


(√
2


3


∣∣∣∣−20


9


)
≈ (0.816 | − 2.22).


Der Graph von f mit den eingezeichneten berechneten Punkten ist in Abb. 3.1 dargestellt.
Bemerkung: Um ganz sicher zu sein, dass bei x8 und bei x9 ein Wendepunkt vorliegt,
müsste noch gezeigt werden, dass f ′′ beim Durchgang durch diese Stellen das Vorzeichen
wechselt.


3.6 Die Produktregel (f · g) ′ = f ′ · g + f · g ′


Für die erste Ableitung des Produkts zweier Funktionen gilt:
(f(x) · g(x)) ′ = f ′(x) · g(x) + f(x) · g ′(x) oder kurz (f · g) ′ = f ′ · g + f · g ′.
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3.7. Die Kettenregel d
dx


f[g(x)] = f′[g(x)] · g′(x)


Abbildung 3.1: Graph von f(x) = x4 − 4x2


Beweis:


(f(x) · g(x)) ′ = lim
h→0


f(x + h) · g(x + h) − (f(x) · g(x))


h


= lim
h→0


f(x + h) · g(x + h)


=0︷ ︸︸ ︷
−f(x) · g(x + h) + f(x) · g(x + h)−(f(x) · g(x))


h


= lim
h→0


f(x + h) − f(x)


h
· g(x + h) + f(x) · g(x + h) − g(x)


h


= lim
h→0


f(x + h) − f(x)


h
· g(x + h) + lim


h→0
f(x) · g(x + h) − g(x)


h


= f ′(x) · g(x) + f(x) · g ′(x).


Bemerkungen:
Ist insbesondere g(x) = c eine konstante Funktion, dann ergibt sich die schon bekannte Regel :


(c · f(x)) ′ = c · f ′(x).


Bei diesem Beweis wird vorausgesetzt, dass der Grenzwert eines Produktes gleich dem Produkt
der Grenzwerte ist.


Beispiel:


f(x) = (x4 + 3
x
)(2x3 + x2 + 3);


f ′(x) = (4x3 − 3
x2 )(2x3 + x2 + 3) + (x4 + 3


x
)(6x2 + 2x).


3.7 Die Kettenregel d
dx


f[g(x)] = f ′[g(x)] · g ′(x)


Vorbemerkung: Ist y = h(x) eine beliebige Funktion der Variablen x, dann bedeutet das Symbol
d
dx


h(x) die erste Ableitung der Funktion h(x) nach der Variablen x, d.h. d
dx


h(x) = h ′(x). Die
Schreibweise d


dx
· · · ist vor allem dann sinnvoll, wenn verschiedene Variablen im Spiel sind, um


damit klar zu machen, dass es sich um eine Ableitung nach der Variablen x handelt.
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3.7.1 Verkettung von Funktionen


In vielen Problemen spielen Verkettungen von Funktionen eine wichtige Rolle. Zwei Funktionen
miteinander verketten heisst, die Funktionsvorschriften hintereinander ausführen, wobei die
Ausgabe (Output) der ersten Funktion zur Eingabe (Input) der zweiten Funktion wird.
Beispiel: f(x) = x2 + 2; g(x) = sin(x). Wenn f die erste Funktion (innere Funktion) und g die
zweite (äussere Funktion) ist, dann ergibt sich:


g(f(x)) = sin(x2 + 2).


Man beachte die Schreibweise, die daher rührt, dass bei Funktionen das Argument (Eingabe
oder Input) jeweils rechts vom Funktionsnamen in Klammern gesetzt wird.
Ist g die erste Funktion und f die zweite, dann ergibt sich entsprechend


f(g(x)) = (sin(x))2 + 2.


Anstatt f(g(x)) schreibt man auch (f ◦ g)(x).


3.7.2 Die Kettenregel


Es ist definitionsgemäss


d


dx
f[g(x)] = lim


Δx→0


f[g(x + Δx)] − f[g(x)]


Δx
.


Wir setzen g(x) = u und g(x + Δx) = g(x) + Δu = u + Δu oder anders ausgedrückt: Δu =


g(x + Δx) − g(x).
Damit können wir für die gesuchte Ableitung schreiben:


d


dx
f[g(x)] = lim


Δx→0


f(u + Δu) − f(u)


Δx
,


wir erweitern den Bruch mit Δu und erhalten (vgl. jedoch Bemerkung 2)


d


dx
f[g(x)] = lim


Δx→0


f(u + Δu) − f(u)


Δu
· Δu


Δx
.


Mit Δx → 0 geht auch Δu → 0 und da


lim
Δu→0


f(u + Δu) − f(u)


Δu
= f ′(u)


und
lim


Δx→0


Δu


Δx
= u′


ist, erhalten wir
d


dx
f[g(x)] = f ′(u) · u′ = f ′[g(x)] · g ′(x).
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3.7. Die Kettenregel d
dx


f[g(x)] = f′[g(x)] · g′(x)


Bemerkungen:


1. Bei der Verkettung zweier Funktionen y = f[g(x)] = f(u) mit u = g(x) nennt man u =


g(x) die innere Funktion und f die äussere Funktion. Die Kettenregel kann dann wie folgt
formuliert werden:
Kettenregel:
Leite zuerst die äussere Funktion ab und lasse dabei die innere unangetastet, multipliziere
anschliessend mit der Ableitung der inneren Funktion.


2. Die Erweiterung mit Δu ist natürlich nur gestattet, wenn Δu �= 0. Hat u′ = g′(x) nur
endlich viele Nullstellen, dann ist diese Bedingung für hinreichend nahe bei 0 gelegene
Werte von Δx erfüllt. Dies gilt bei den elementaren Funktionen (vgl. Anhang) ausser bei
der konstanten Funktion. Für eine genauere Untersuchung vgl. Aufgabe 15.


Beispiele:


1. y = (x2 + 2x + 3)7.
Die äussere Funktion ist f(u) = u7, die innere Funktion ist u = x2+2x+3. Es ist f ′(u) = 7u6


und u′(x) = 2x + 2. Also ist


y′ = 7u6 · (2x + 2) = 7(x2 + 2x + 3)6 · (2x + 2).


2. y =
√


x3 − 2x.
Die äussere Funktion ist f(u) =


√
u, die innere Funktion ist u = x3 −2x. Es ist f ′(u) = 1


2
√


u


und u′ = 3x2 − 2, also ist
y′ =


1


2
√


x3 − 2x
· (3x2 − 2).
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3.8 Die Quotientenregel
(


f
g


) ′
= f ′g−fg ′


g2


3.8.1
(


1
g


) ′
= −g ′


g2


Es ist
1


g(x)
= f[g(x)] mit f(u) =


1


u
,


damit ergibt sich mit der Kettenregel das Resultat.


3.8.2 Die Quotientenregel


Die Quotientenregel (
f


g


) ′
=


f ′g − fg′


g2


ergibt sich nun mit Hilfe der Produktregel, wenn wir f
g


= f · 1
g


schreiben.
(Erbringen Sie den Nachweis als Übungsaufgabe.)


Beispiele:


1. f(x) = x2


x+2
; f ′(x) =


2x(x+2)−x2


(x+2)2 = x2+4x
(x+2)2 .


2. f(x) = x−1
x+1


; f ′(x) =
x+1−(x−1)


(x+1)2 = 2
(x+1)2 .


3. f(x) =
(


x−1
x+1


)5 ; f ′(x) = 5
(


x−1
x+1


)4 · 2
(x+1)2 .
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3.9 Aufgaben zu Kapitel 3


1. Berechnen Sie die erste Ableitung von Hand und kontrollieren Sie das Ergebnis mit CAS.


(a) f(x) = 4x5 + 3x4 − 8x2 + 27x − 123 (b) f(x) = x2 · (√x + x3)


(c) f(x) = (2x2 − 3x + 8)5 (d) f(x) =
√


2000 − x


(e) f(x) =
√


x4 + 4x2 (f) f(x) = 1
(1−x)3


(g) f(x) =


√
(x2 + 5)


5 (h) f(x) = x · √x2 + 1


(i) f(x) = x+1
x+2


(j) f(x) =
(


x+1
x+2


)3
(k) f(t) = 4(5t − 3)2 (l) f(z) = (z3 − 4z + 8)4


(m) f(x) =
(
4 + 2


x


)2 (n) f(x) = 5
(
4 − 5


x


)3
(o) f(x) = 1


(3x−2)2 (p) g(t) = 5
(2t+5)10


(q) f(x) = (a2 − 5ax − x2)−2 (r) f(x) = 1
4


(
ux + v


x


)
(s) f(x) =


4
√


2x3 − 7 (t) g(x) = 3
√


(3x4 + 1)2


(u) f(x) = 2√
5−2x3


(v) f(x) = 2
x


√
5 + x2


2. f(x) = 2
9
x3 − 1


3
x2 − 4


3
x + 11


9


a) Bestimmen Sie die Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte.


b) Berechnen Sie die Gleichung der Wendetangente.


c) Skizzieren Sie den Graphen von f und die Wendetangente.


d) Berechnen Sie die Gleichung der Geraden, die senkrecht zur Wendetangente steht
und durch den Wendepunkt geht.


3. f(x) = x3 − x2


a) Welche Tangenten verlaufen durch den Ursprung?


b) Wo sind die Extremalstellen (Hoch- und Tiefpunkte)?


c) Wo ist der Wendepunkt?


d) Wo gibt es Tangenten mit der Steigung 1?


4. fa(x) = x3 −ax2 ist eine einparametrige Schar von Funktionen, d.h. für jeden reellen Wert
von a ergibt sich eine Funktion. Bestimmen Sie a so, dass


a) die Funktion bei x = 3 ein Extremum hat;
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b) die Funktion bei x = −2 die Steigung −1 hat;


c) die Funktion bei x = 1 einen Wendepunkt hat.


5. f(x) = ax3 + bx2 + cx + d


Bestimmen Sie die Koeffizienten a, b, c und d so, dass f(1) = 4, W(3 | 6) ein Wendepunkt
ist und die Kurve bei x = 4 eine horizontale Tangente hat.


6. Der Graph einer Polynomfunktion dritten Grades hat im Punkt P(3 | ..) die Tangente mit
der Gleichung y = 11x − 27 und der Punkt W(1 | 0) ist Wendepunkt. Bestimmen Sie:


a) die Gleichung der Funktion,


b) die Nullstellen,


c) die Hoch- und die Tiefpunkte,


d) die Gleichung der Wendetangente.


7. Ein Gefäss hat die Form eines Zylinders mit dem Volumen V = 3 dl. Wie muss man den
Radius und die Höhe wählen, damit die Oberfläche minimal wird, wenn


a) der Boden und der Deckel zur Oberfläche gezählt werden?


b) nur der Boden zur Oberfläche zählt?


8. Einer Kugel vom Radius R ist ein Kegel mit maximalem Volumen einzubeschreiben. Be-
stimmen Sie den Radius r und die Höhe h dieses Kegels in Abhängigkeit von R.


9. Ein Korridor verläuft rechtwinklig um eine Ecke. Auf der einen Seite der Ecke ist der
Korridor 2.5 m breit, auf der andern 3 m. Wie lange darf eine dünne gerade (nicht biegbare)
Stange höchstens sein, damit man sie um die Ecke bringt?


a) Wenn die Stange immer in einer horizontalen Lage sein muss?


b) Wenn die Stange nicht in horizontaler Lage sein muss und der Korridor 3 m hoch ist?


10. Aus einem quadratischen Karton von 19 cm Seitenlänge werden vier kongruente gleich-
schenklige Dreiecke, deren Grundlinie die Quadratseiten sind, herausgeschnitten, so dass
das Netz einer Pyramide mit quadratischer Grundfläche übrigbleibt. Wie lang ist die
Grundkante der Pyramide zu wählen, damit das Volumen der Pyramide maximal wird?


11. Gegeben ist eine Parabel mit der Gleichung y = x2 − 6x − 36. Zwischen den beiden Null-
stellen der Parabel verlaufe eine zur y-Achse parallele Gerade durch x = a, welche die
Parabel im Punkt P und die x-Achse im Punkt Q schneidet. Bestimmen Sie a so, dass die
Fläche des Dreiecks OPQ möglichst gross ist, und berechnen Sie den Flächeninhalt.


12. Welcher Punkt der Parabel mit der Gleichung y = 1
2
x2 + 5x + 12 liegt dem Ursprung am


nächsten?


13. Etwas abseits einer geraden Strasse befindet sich in einem Feld ein Punkt P. Auf der
Strasse bewegt sich jemand mit der Geschwindigkeit v1, im Feld mit der Geschwindigkeit
v2, wobei v1 > v2. In welchem Winkel muss er von der Strasse Richtung P abbiegen, um
in möglichst kurzer Zeit in P anzukommen?
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14. Gegeben ist f ′(x), gesucht ist f(x).


a) f ′(x) = 2x + 3


b) f ′(x) = 4x2 − 5x + 1


15. Von einer Funktion f kennt man ihre zweite Ableitung f ′′(x) = 6x − 12, ausserdem weiss
man, dass ihr Graph im Punkt P(3 | 0) eine horizontale Tangente aufweist.


a) Bestimmen Sie die Gleichung der Funktion.


b) Bestimmen Sie die lokalen Extrema und den Wendepunkt.


c) Für welchen Wert von m berührt die Gerade mit der Gleichung y = mx den Graphen
der Funktion f?


d) Für welchen Wert von m berührt die Gerade mit der Gleichung y = mx + 8 den
Graphen der Funktion f?


16. Behindert eine niedrige Geschwindigkeit den Verkehrsfluss?
Bei der Diskussion um Geschwindigkeitsbegrenzungen wird von gewissen Kreisen immer
wieder das Argument vorgebracht, diese würden zu Verkehrsbehinderungen und Staus
führen. Mit den Mitteln der Differenzialrechnung lässt sich untersuchen, welches die für
den optimalen Verkehrsfluss beste Geschwindigkeit ist und von welchen Parametern diese
Geschwindigkeit abhängt. Wie immer in solchen Fällen müssen bestimmte Modellannah-
men gemacht werden.
Modellannahmen: Der Mindestabstand soll gleich dem Anhalteweg sein, welcher sich aus
Reaktionsweg und Bremsweg zusammensetzt. Leite nun die optimale Geschwindigkeit
in Abhängigkeit der folgenden Parameter her: tr: Reaktionszeit, a: Bremsverzögerung, l:
Länge der Fahrzeuge.
Hinweis: Bremsweg= v2


2a


Welchen numerischen Wert erhält man für die (realistischen) Annahmen:
tr = 1.2 s; a = 8 ms−2; l = 5 m?


17. Gegeben sind die Funktionen f und g durch f(x) = 3x und g(x) = 1
x2 .


Dem Flächenstück im 1. Quadranten, welches begrenzt wird durch die beiden Graphen
und die x-Achse, ist ein achsenparalleles Rechteck einzubeschreiben, so dass zwei Ecken
auf der x-Achse und je eine Ecke auf dem Graphen von f und g liegt.
Bestimmen Sie die Länge und Breite dieses Rechtecks so, das es bei Rotation um die
x-Achse einen Zylinder maximalen Volumens erzeugt.


18. Gegeben ist die Funktionen f durch f(x) = 2x3 und die Funktionenschar gk durch gk(x) =


kx2 − 1.


a) Verwenden Sie zuerst einen Schieberegler für k und richten Sie es so ein, dass sich
die beiden Kurven berühren.


b) Formulieren Sie allgemein die Bedingungen, die erfüllt sein müssen, damit sich die
Graphen zweier Funktionen in einem Punkt P(u | v) berühren.


c) Ermitteln Sie den Berührpunkt rechnerisch.


d) Geben Sie die Gleichung der gemeinsamen Tangente im Berührpunkt an.
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e) In einem andern Punkt schneiden sich die beiden Kurven. Wie gross ist k, wenn der
Schnittpunkt die x-Koordinate -2 hat und wie gross ist dann der Schnittwinkel der
beiden Kurven?


19. Ergänzung zur Herleitung der Kettenregel


a) Begründen Sie: Wenn u′ = g ′(x) endlich viele Nullstellen hat, dann ist
Δu = g(x + Δx) − g(x) �= 0 für hinreichend nahe bei 0 gelegene Werte von Δx erfüllt.
Dies ist insbesondere bei allen Polynomfunktionen (ausser der konstanten Funktion)
der Fall.


b) Was folgt für d
dx


f[g(x)], wenn Δu = 0 für alle Werte von x und x + Δx aus einem
Intervall [a; b]?
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4 Die Exponential- und die
Logarithmusfunktion


Die aus der elementaren Algebra schon bekannten Exponential- und Logarithmusfunktionen
werden unter einem neuen Blickwinkel, dem der Differenzialrechnung, betrachtet. Dabei wird
sich herausstellen, dass sich eine bestimmte Zahl besonders gut als Basis eignet, sie heisst Eu-
lersche Zahl e.


Zuerst wird gezeigt, dass eine Lösung der wichtigen Differenzialgleichung y′ = ky die Expo-
nentialfunktion y = bt ist. Damit kann diese Exponentialfunktion auch durch das Anfangswert-
problem y′ = ky, y(0) = 1 definiert werden. Für den Fall k = 1 erhalten wir die besonders
einfache Form y′ = y; y(0) = 1, welche dann auf die Basis e führt.


Weil jede positive reelle Zahl b als Potenz von e dargestellt werden kann, nämlich b = eln b,
wobei ln b = loge b bedeutet, kann jede Exponentialfunktion mit der Basis e dargestellt werden:
y = bt = (eln b)t = et·ln b. Im wissenschaftlichen Gebrauch wird deshalb fast immer diese Basis
verwendet. Um schliesslich die Logarithmusfunktion ableiten zu können, wird die allgemeine
Regel für die Ableitung der Umkehrfunktion hergeleitet.


4.1 Die Differenzialgleichung (Ratengleichung) für das
exponentielle Wachstum


Beispiel:
In einem bestimmten Gebiet werden Kaninchen zwecks Vermehrung ausgesetzt. Wie ändert sich
nun die Kaninchenpopulation mit der Zeit? So lange keine einschränkenden Faktoren wirken,
wie etwa eine Verknappung des Nahrungsangebots oder Krankheiten, führt die folgende Über-
legung zu einem brauchbaren und passenden Modell:


Die momentane Änderungsrate der Population ist proportional zur Grösse der momentan vorhandenen Population.


Bezeichnen wir mit y = y(t) die Grösse der Kaninchenpopulation als Funktion der Zeit, er-
halten wir damit folgende Differenzialgleichung:


y ′(t) = ky(t); k heisst Wachstumsfaktor.


Bemerkung: Wenn keine Verwechslungen möglich sind verwenden wir statt der Gleichung
y ′(t) = ky(t) oft die Kurzform y′ = ky.
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Es gibt sehr viele Zusammenhänge, wo die momentane Änderungsrate einer Grösse, zumindest
innerhalb gewisser Grenzen, proportional zum vorhandenen Wert ist. Als Beispiele seien etwa
genannt: Die Radioaktivität, der Holzbestand in einem Wald, die Anzahl Bakterien in einer
Nährlösung, die Lichtintensität beim Durchgang durch Materie. Wir werden in den nächsten
Abschnitten zeigen, dass die Lösungen dieser Differenzialgleichung Exponentialfunktionen sind.


4.2 Die Ableitung der Exponentialfunktion


Die Exponentialfunktion mit der Gleichung y(t) = bt, b > 0 hat eine besondere Eigenschaft: Das
Verhältnis y′


y
ist konstant, d. h. es hat an jeder Stelle der Funktion denselben Wert. Dieser Wert


hängt nur von der Basis b ab (vgl. Aufgabe 1). Diese Eigenschaft wird nachfolgend hergeleitet.


Abbildung 4.1: y′
y


= konstant = kb


Wir gehen von einer Exponentialfunktion y(t) = bt mit einer beliebigen Basis b > 0 aus. Es gilt:


1


2


3


y = bt


Δt


Δy


t t + Δt


y ′(t) = lim
Δt→0


Δy


Δt


= lim
Δt→0


b(t+Δt) − bt


Δt


= lim
Δt→0


bt · b�t − bt


Δt


= lim
Δt→0


bΔt − 1


Δt
· bt


= lim
Δt→0


bΔt − b0


Δt
· bt


= kb · bt


= kb · y(t).


1


2


3


y = bt


Δt


bΔt − 1


Wobei kb = limΔt→0
bΔt−b0


Δt
die erste Ableitung und damit die Steigung des Graphen von


y(t) = bt an der Stelle t = 0 ist, also kb = y′(0). Damit ist gezeigt, dass die Funktion y(t) = bt
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eine Lösung der Differenzialgleichung y′(t) = kb · y(t) ist. Nicht exakt bekannt ist nur noch
der Zusammenhang zwischen der Basis b und dem Proportionalitätsfaktor kb. Die Suche nach
diesem Zusammenhang führt uns auf die Eulersche Zahl e.


4.3 Die Eulersche Zahl e


Da die exakte Bestimmung von kb bei gegebener Basis b schwierig und aufwändig ist, legen wir
den Wert von kb fest, nämlich kb = 1 und suchen dann nach der entsprechenden Basis b = e
(welche dann Eulersche Zahl e genannt wird). Wir werden sehen, dass wir mit Hilfe dieser Basis
e dann die wichtige Differenzialgleichung y′ = ky für jeden Wert von k exakt und einfach lösen
können.


4.3.1 Bestimmung der Eulerschen Zahl e


Erste Methode: mit Hilfe der Euler-Methode aus dem Anfangswertproblem y′ = y; y(0) = 1.


Wenn wir davon ausgehen, dass ke = 1 gelten soll, dann ist die Funktion y = et eine Lösung
der Differenzialgleichung y′ = y. Da insbesondere y(0) = e0 = 1 und y(1) = e1 = e ist, können
wir die Zahl e als Lösung des Anfangswertproblems


y′ = y; y(0) = 1


bestimmen, wobei e = y(1) gesucht ist. Diesen Wert bestimmen wir mit der Euler-Methode wie
folgt:
Wir unterteilen das Intervall [0;1] in n gleiche Teile und erhalten so die Schrittweite Δt = 1


n
.


t y y′ y′ · Δt


0 1 1 1 · 1
n


1
n


1 + 1
n


1 + 1
n


(1 + 1
n


) · 1
n


2
n


(1 + 1
n


)2 (1 + 1
n


)2 (1 + 1
n


)2 · 1
n


...
...


...
...


n
n


= 1 (1 + 1
n


)n


Abbildung 4.2: Eulersche Zahl e


Den exakten Wert erhalten wir für Δt → 0 beziehungsweise n → ∞. Somit ergibt sich die
Definition:


e = lim
n→∞(1 +


1


n
)n


Der numerische Wert der Zahl e beträgt:


e ≈ 2, 718281828459...
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Die Zahl e ist irrational.


Zweite Methode: mit Hilfe einer linearen Näherung:
Ausgangslage ist wiederum, dass für die gesuchte Basis e gilt: Aus y = et folgt y′ = y = et.


Insbesondere gilt für t = 0: y(0) = 1 und y′(0) = 1. Die Tangente an den Graphen von y(t) = et


im Punkt P(0 | 1) hat somit die Gleichung y = t + 1.


Abbildung 4.3: y = et und y = t + 1


Für t nahe bei 0 gilt somit
et ≈ t + 1.


Ersetzt man t durch 1
n


erhält man


e
1
n ≈ 1 +


1


n
, respektive


e ≈
(


1 +
1


n


)n


.


Wenn t = 1
n


möglichst nahe bei 0 sein soll, heisst dies, dass n möglichst gross zu wählen ist.
Daraus folgt wiederum


e = lim
n→∞(1 +


1


n
)n


4.3.2 Lösung der Differenzialgleichung y ′ = ky


Mit Hilfe der Exponentialfunktion mit der Basis e lässt sich nun die Differenzialgleichung aus
4.1. exakt lösen. Es gilt:


Funktion Ableitung Folgerung
y = et y′ = et y′ = y


y = ekt y′ = kekt y′ = ky


y = Aekt y′ = kAekt y′ = ky
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Es gilt also: Die Lösung der Differenzialgleichung y′(t) = ky(t) hat die Form y(t) = Aekt.
Da y(0) = A, ist A der Anfangswert. Insbesondere gilt der


Satz: Das Anfangswertproblem y ′(t) = ky(t); y(0) = A, hat die Lösung y(t) = Aekt.


4.4 Die Logarithmusfunktion; der Logarithmus naturalis


4.4.1 Die Umkehrfunktion und ihre Ableitung


Gilt für eine Funktion f, dass für zwei beliebige aber verschiedene x-Werte aus dem Definitions-
bereich stets auch ihre Funktionswerte verschieden sind (d. h. aus x1 �= x2 folgt f(x1) �= f(x2)


oder äquivalent aus f(x1) = f(x2) folgt x1 = x2 für alle x1, x2 aus dem Definitionsbereich von f),
dann ist f umkehrbar eindeutig, d.h. die Umkehrung der Zuordnung ist dann wieder eine Funk-
tion. Die Umkehrfunktion wird mit f−1 bezeichnet. Die ursprüngliche Funktion f ist auch die
Umkehrfunktion von f−1. Führt man auf irgend einen x-Wert die Funktion und anschliessend
die Umkehrfunktion aus, erhält man wieder x. Es gilt also:


f−1(f(x)) = x und f(f−1(x)) = x.


Leiten wir die zweite Gleichung mit Hilfe der Kettenregel ab, so ergibt das


d


dx
f(f−1(x)) = f ′(f−1(x)) · (f−1)′(x) = 1.


Daraus erhält man die Formel für die Ableitung der Umkehrfunktion:


(f−1)′(x) =
1


f ′(f−1(x))
(4.1)


4.4.2 Die Ableitung der Logarithmusfunktion


Aus y = ex folgt x = loge(y). Der Logarithmus zur Basis e heisst natürlicher Logarithmus oder
Logarithmus naturalis und wird mit ln bezeichnet, also x = loge(y) = ln y. Durch Vertauschen
von x und y erhält man y = ln x.


Die Umkehrfunktion von f(x) = ex ist die Logarithmusfunktion f−1(x) = ln x


Die Ableitung der Logarithmusfunktion erhalten wir wie folgt:
Für f(x) = ex ist f−1(x) = ln(x) und ausserdem f(x) = ex.
Verwenden wir die Formel 4.1 dann ergibt sich:


(f−1)′(x) =
1


f ′(f−1(x))
=


1


eln x
=


1


x
.


y = ln x ⇒ y′ =
1


x
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1


2


3


4


−1


−2


−3


1 2 3 4−1−2−3


y = ex


y = ln x


Abbildung 4.4: Exponential- und Logarithmusfunktion


4.5 Die Ableitung der Exponential- und der
Logarithmusfunktion bei beliebiger Basis


4.5.1 Eine Basis genügt!


Jede Exponentialfunktion kann mit der Basis e ausgedrückt werden. Begründung:


Es ist b = eln b,


also ist bx =
(
eln b


)x
= ex·ln b,


also ist y = bx = ex·ln b.


4.5.2 Die Ableitung von y = bx und von y = log
b
(x)


Die Ableitung von y = bx ist y′ = kb · bx, wie in 4.2. gezeigt wurde. Dabei konnten wir kb


jedoch nicht exakt bestimmen. Dies ist jetzt möglich, wir müssen nur die Funktion y wie eben
gezeigt mit der Basis e schreiben.


y = bx umgeformt ergibt
y = ex·ln b. Ableiten mit der Kettenregel ergibt


y′ = ln b · ex·ln b = ln b · bx.


Es gilt also:
y = (bx) ⇒ y′ = ln b · bx
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Analog können wir vorgehen, um die Ableitung von y = log
b
(x) zu bestimmen:


Aus y = log
b
(x) folgt


by = x. Logarithmieren zur Basis e führt auf
y · ln b = ln x beziehungsweise


y =
1


ln b
ln x. Ableiten ergibt


y′ =
1


x ln b
.


Es gilt also:


y = log
b
(x) ⇒ y ′ =


1


x · ln b
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4.6 Aufgaben zu Kapitel 4


1. Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f mit der Gleichung f(x) = bx unter Verwendung
eines Schiebereglers für b, 0.2 < b < 5. Wählen Sie einen Punkt P auf dem Graphen, zeich-
nen Sie die Tangente in diesem Punkt und bestimmen Sie die Steigung dieser Tangente.
Untersuchen Sie das Verhältnis zwischen der Tangentensteigung (1. Ableitung) und dem
Funktionswert.


• Was geschieht mit diesem Verhältnis wenn man den Punkt P auf dem Graphen ver-
schiebt,


• wenn man b verändert?


• Vergleichen Sie dieses Verhältnis mit der Steigung der Tangente im Punkt (0 | f(0)).


• Für welchen Wert von b ist dieses Verhältnis 1?


2. Bestimmen Sie von Hand die erste Ableitung der folgenden Funktionen und kontrollieren
Sie mit CAS


(a) f(x) = x + ex (b) f(x) = xex (c) f(x) = e−2x


(d) f(x) = ex2 (e) f(x) = e(x−2)2 (f) f(x) = 10x


(g) f(x) = x · ln x (h) f(x) =
√


ln x (i) f(x) = ln
√


x


(j) f(x) = ln(x2 + 2x) (k) f(x) = x2 · ln x2 (l) f(x) = x2 · e−x3


3. Gegeben ist die Funktion f(x) = e−x2 .


a) Bestimmen Sie die Extremalstelle und die Wendepunkte und skizzieren Sie den Gra-
phen der Funktion.


b) Dem Graphen ist ein gleichschenkliges Dreieck so einzubeschreiben, dass die Spitze
im Ursprung liegt, die Basis parallel zur x-Achse verläuft und zwei Eckpunkte auf
dem Graphen liegen. Wo sind die Eckpunkte zu wählen, damit der Flächeninhalt des
Dreiecks maximal wird?


c) Bestimmen Sie den Radius eines Kreises mit Zentrum 0, der den Graphen von f


berührt.


d) Der Graph von f ist in y-Richtung so zu strecken, dass er die Gerade mit der Gleichung
y = 3 − x in einem Punkt berührt. Wie gross ist der Streckfaktor und wo liegt der
Berührpunkt?


4. Radioaktive Atome zerfallen gemäss folgendem Gesetz: N(t) = N0 · e−λt.
Dabei bedeutet t die Zeit, N0 die zur Zeit t0 und N(t) die zur Zeit t vorhandene Anzahl
radioaktiver Atome. λ heisst Zerfallskonstante, sie ist von der Art der radioaktiven Atome
abhängig. Unter der Halbwertszeit τ versteht man die Zeit, in der die Hälfte der Atome
zerfallen.


a) Berechnen Sie λ, wenn die Halbwertszeit des radioaktiven Materials 15 Min. beträgt.


b) In welcher Zeit sinkt die Anzahl radioaktiver Atome auf 1
20


ihres ursprünglichen
Wertes? (τ = 15 Min.)
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5. Beim Durchgang durch Materie nimmt die Intensität ionisierender und elektromagne-
tischer Strahlung infolge Absorption exponentiell mit der durchlaufenen Strecke ab. β-
Strahlen sind ionisierende Strahlen, die von radioaktiven Atomen ausgesendet werden
können. Sie werden in einer 1 mm dicken Aluminiumschicht zu 75% absorbiert.


a) Bei welcher Schichtdicke werden 50% absorbiert?


b) Bei welcher Schichtdicke dringt nur noch 1% der Strahlung durch?


c) Welcher Anteil der Strahlung wird von einer 2 mm starken Alufolie absorbiert?


6. Bestimmen Sie die Lösungen der folgenden Anfangswertprobleme


a) y ′ = 0.2y ; y(0) = 12


b) y ′ = −2y ; y(0) = 25


c) y′ = 3y ; y(1) = 10


d) y ′ = ky ; y(0) = 5 , y(3) = 10


7. In einer Nährlösung vermehren sich Bakterien so, dass die momentane Wachstumsrate
proportional zum jeweiligen Bestand ist. Zu Beginn seien 3 Gramm Bakterien vorhanden
und die momentane Wachstumsrate betrage 0.075 Gramm pro Stunde.


a) Formulieren Sie das Anfangswertproblem (Differenzialgleichung und Anfangswert)
für dieses Bakterienwachstum.


b) Lösen Sie dieses Anfangswertproblem.


c) Wie gross ist die Bakterienmasse nach 30 Minuten und nach 1 Stunde?


d) Um welchen Faktor und um welchen Prozentsatz nimmt die Bakterienmasse in jeder
Stunde zu?


e) In welcher Zeit verdoppelt sich die Bakterienmasse?


8. Radioaktiver Zerfall
Das radioaktive Jod-Isotop I-131 zerfällt und wandelt sich in Xenon X-131 um. Dabei ist
bekannt, dass die momentane Änderungsrate der Jodmenge proportional zum jeweils vor-
handenen Bestand ist, dass also die Differenzialgleichung m ′(t) = −λm(t) gilt. m(t) ist die
Masse des vorhandenen radioaktiven Jods I-131, λ die Zerfallskonstante. Die Halbwertszeit
von I-131 beträgt 8.02 Tage, d.h. in dieser Zeit zerfällt jeweils die Hälfte der Jodmenge.


a) Bestimmen Sie Zerfallskonstante λ in den Einheiten d−1, h−1 und s−1 (d: Tage, h:
Stunden, s: Sekunden).


b) In 2 Tagen zerfiel 0.2 Gramm einer Menge Jod I-131. Wieviel Jod I-131 war anfänglich
vorhanden?


9. Man nimmt an, dass der Wert einer Segelyacht, welche neu € 60000 kostet, exponentiell
abnimmt. Nach fünf Jahren beträgt der Wert der Yacht noch € 45000.


a) Beschreiben Sie den zeitlichen Verlauf des Werts der Segelyacht mit einer Exponenti-
alfunktion und mit einem Anfangswertproblem.
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b) Um welchen Betrag und um wieviele Prozent nimmt der Wert im ersten Jahr ab?


c) Berechnen Sie die mittlere Änderungsrate des Werts in den ersten fünf Jahren, im
ersten Jahr, im ersten Monat und am ersten Tag in Franken/Jahr.


d) Berechnen Sie die momentane Änderungsrate des Werts am Anfang und nach einem
Jahr in €/Jahr.


e) Berechnen Sie die relative jährliche, monatliche, wöchentliche und tägliche mittlere
Änderungsrate in Prozent pro Jahr.


f) Berechnen Sie die relative momentane Änderungsrate in Prozent pro Jahr.


10. Verwenden Sie die in 4.4.1 hergeleitete Beziehung für die Ableitung der Umkehrfunktion
für die Beantwortung der folgenden Fragen


a) Leiten Sie unter Verwendung von (x2)′ = 2x die Formel für die Ableitung von y =
√


x


her.


b) Leiten Sie unter Verwendung von (xn)′ = nxn−1 die Formel für die Ableitung von
y = n


√
x her.


11. Auf dem Graphen von y = ln(x) liege der Punkt P(a|b).


a) Bei welchem Wert von a (0 < a < 1) hat der Flächeninhalt des Dreiecks OPQ(a|0)


einen extremalen Flächeninhalt?


b) Bei welchem Wert von a (0 < a < 1) erzeugt das Dreieck OPQ(a|0) bei Rotation um
die x-Achse einen Kegel extremalen Volumens?


c) Man betrachte das Dreieck, welches durch die x-Achse, die Gerade OP und die Tan-
gente im Punkt P gebildet wird. Bei welchen Werten von a wird der Flächeninhalt
dieses Dreiecks extremal? (Es handelt sich hier um lokale Extrema.)


12. Die Differenzialgleichung y ′ = ky hat die Lösungen y = Aekt.


a) Zeigen Sie dies durch Einsetzen.


b) Beweisen Sie, dass die Funktionen der Form y = f(t) = Aekt die einzigen Lösungen
sind.
Hinweis: Nehmen Sie an, es gäbe eine weitere Lösungsfunktion g. Bilden Sie die
1. Ableitung von f


g
und beachten Sie, dass sowohl f ′ = kf wie auch g ′ = kg gilt.
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5 Differenzialgleichungen und Modelle


Differenzialgleichungen sind Gleichungen, in denen von einer Funktion y neben der unabhängi-
gen Variablen t die Funktion y selbst, sowie ihre Ableitungen y′, y′′, · · · auftreten. Tritt nur die
erste Ableitung auf, dann spricht man von einer Differenzialgleichung erster Ordnung. Diffe-
renzialgleichungen geben also einen Zusammenhang zwischen einer Funktion und ihren Ablei-
tungen an, nicht aber die Funktion selbst. Eine Differenzialgleichung zu lösen heisst, diejenigen
Funktionen aufzufinden, welche die Differenzialgleichung erfüllen. Es wird oft nicht möglich
sein, diese Funktionen in geschlossener Form anzugeben, d.h. mit einer Formel. In diesem Fall
werden wir auf Näherungsverfahren angewiesen sein. Differenzialgleichungen sind besonders
nützlich beim Entwickeln vieler mathematischer Modelle aus verschiedenen Gebieten. Wir wer-
den im Folgenden eine Anzahl typischer und wichtiger Modelle entwickeln und untersuchen.
Dabei werden wir auch Modelle betrachten, bei denen zwei oder mehr Grössen sich gegenseitig
beeinflussen.


5.1 Modelle mit Differenzialgleichungen


Viele Vorgänge aus den verschiedensten Gebieten (Physik, Biologie, Wirtschaft, Medizin, Ökolo-
gie etc.) können mit Hilfe von Differenzialgleichungen modelliert werden. Ein Modell aufstellen
heisst, für die wichtigen Grössen Variablen einzuführen und die gegenseitige Abhängigkeit
dieser Variablen oder ihrer Änderungsraten durch Gleichungen auszudrücken. Drückt man ins-
besondere die Änderungsraten durch Gleichungen aus, so erhält man Differenzialgleichungen.
Mit Hilfe solcher Modelle können Vorgänge und zeitliche Abläufe durch Funktionen beschrie-
ben und damit Voraussagen über die zukünftige Entwicklung gemacht werden. Modelle stellen
eine Simulation eines Vorgangs dar, sie sind eine Art «Spiel», welches den Ablauf eines Vorgangs
repräsentiert. Modelle sind, etwa vergleichbar mit Karikaturen, vereinfachte Darstellungen, wel-
che jedoch das Wesentliche erfassen und betonen.


Im Folgenden betrachten wir eine Reihe von Modellen aus verschiedenen Gebieten. Dabei wer-
den auch Systeme von zwei und von drei Grössen untersucht, deren zeitliches Verhalten dann
durch ein System von Differenzialgleichungen beschrieben werden kann. Solche Systeme heissen
dynamische Systeme, sie werden im Kapitel 7 noch eingehender untersucht.


Das Vorgehen beim Entwickeln eines Modells geschieht in zwei Schritten. Im zu modellierenden
Prozess gibt es eine oder mehrere zu untersuchende Grössen, welche von der Zeit abhängen.
Diese Grössen sind also Funktionen der Zeit, z. B. die Temperatur einer Flüssigkeit, die Popu-
lation einer Tierart, die Populationen verschiedener Tierarten oder Bevölkerungsgruppen, der
zurückgelegte Weg eines Körpers, der Ort und die Geschwindigkeit eines Körpers etc.


Erster Schritt: Wir suchen nach Gleichungen für die Änderungsraten der betrachteten Grössen,
welche die wesentliche Eigenschaften des zu untersuchenden Prozesses ausdrücken. Diese Glei-
chungen heissen in der Fachsprache Differenzialgleichungen. Dies ist der eigentliche Prozess des
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Modellierens. Dabei können wir nicht erwarten, alle möglichen Eigenschaften eines Prozesses zu
erfassen. Wir beginnen möglichst einfach mit den wichtigsten Eigenschaften, um so das Wesent-
liche zu erfassen. Danach kann das Modell mit der Wirklichkeit verglichen und entsprechend
modifiziert werden. Es können mehr Einflüsse erfasst und eingebaut und die schon erfassten
können modifiziert werden. Modelle können so sukzessive verfeinert und verbessert werden,
um den Preis, dass sie dabei komplexer und komplizierter werden.


Zweiter Schritt: Wenn wir für die betrachteten Grössen noch einen Anfangswert haben, dann
ist die zeitliche Entwicklung durch die Differenzialgleichungen bestimmt. Die Euler-Methode
wird uns erlauben, diese zeitliche Entwicklung zumindest näherungsweise zu berechnen. Von
zentraler Bedeutung ist, dass der zeitliche Verlauf der betrachteten Grössen durch die Differen-
zialgleichungen und die Anfangswerte bestimmt ist. Unter einem Anfangswertproblem versteht
man eine Differenzialgleichung oder ein System von Differenzialgleichungen zusammen mit
einem Anfangswert für jede vorkommende Funktion.1 Durch ein Anfangswertproblem sind die
vorkommenden Funktionen bestimmt. Die Euler-Methode erlaubt es, diese schrittweise appro-
ximativ zu berechnen. In einfachen Fällen wird es auch gelingen, die gesuchten Funktionen in
geschlossener Form (mit einer Formel) zu finden.


5.2 Das lineare und das exponentielle Wachstum


5.2.1 Das lineare Wachstum


Das wohl einfachste Wachstumsmodell geht von einer konstanten Änderungsrate aus, d. h. von
der Differenzialgleichung


y′(t) = m. (5.1)


Beispiel: In einem Gefäss befinden sich anfänglich y0 = 1.2 Liter Wasser. Durch eine Zulei-
tung fliessen 0.5 Liter pro Minute ins Gefäss. In der Sprache der Differenzialrechnung ist dieser
Zufluss gerade die Änderungsrate der Wassermenge im Gefäss. Bezeichnen wir die zur Zeit t


im Gefäss sich befindende Wassermenge in Litern gemessen mit y(t), dann erhalten wir die
Differenzialgleichung


y ′(t) = 0.5


Die Lösungen dieser Differenzialgleichung sind die linearen Funktionen der Form


y(t) = 0.5t + b.


Berücksichtigt man noch den Anfangswert y(0) = y0 = 1.2, dann erhält man die eindeutige
Lösung


y(t) = 0.5t + 1.2


1Es wird hier vorausgesetzt, dass es sich um Differenzialgleichungen erster Ordnung handelt.
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Satz: Die Differenzialgleichung y′(t) = m (oder
kurz y′ = m) hat die Lösungen y(t) = mt + b


(oder kurz y = mt + b). Ist noch ein An-
fangswert y(0) = y0 gegeben, dann ist die
eindeutige Lösung des Anfangswertproblems
y′ = m, y(0) = y0 die Funktion y = mt + y0.


Bemerkung: Aus Gründen der Übersichtlichkeit wird, wenn
der Zusammenhang klar ist, oft kurz von der Funktion y =


mt + y0 gesprochen, gemeint ist dabei natürlich stets die
Funktion
t �−→ y(t) = mt + y0


y


t


y = m · t + b


y′ = m


b


Abbildung 5.1: y′ = m ⇒ y = m · t + b


5.2.2 Das exponentielle Wachstum


Das Modell des exponentiellen Wachstums geht davon aus, dass die Änderungsrate proportional
zum momentanen Bestand ist, also gilt die Differenzialgleichung


y′(t) = k · y(t). (5.2)


Der Proportionalitätsfaktor k heisst Wachstumskonstante.
Dieses Modell ist dann angebracht, wenn sich die Begrenztheit des Lebensraumes nicht auf die
Vermehrung auswirkt.
Wir haben bereits im letzten Kapitel gesehen, dass die Lösungen der Differenzialgleichung (5.2)
die Expionentialfunktionen der Form


y(t) = Aekt (5.3)


sind. Der Beweis ergibt sich unmittelbar durch Ableiten und Einsetzen. Die Konstante A ist
dabei der Anfangswert, denn es ist A = y(0).


Beispiel:
In einem grossen Lebensraum befinden sich anfänglich A = 20 Kaninchen. Es sei y(t) die Anzahl
Kaninchen zur Zeit t, wobei t in einer vereinbarten Zeiteinheit gemessen wird, z.B. in Monaten.
Die momentane Änderungsrate von y ist zu jedem Zeitpunkt proportional zum vorhandenen
Wert von y, die Proportionalitätskonstante ist 0.1.
Damit erhalten wir das Anfangswertproblem (Differenzialgleichung und Anfangswert)


y ′(t) = 0.1 · y(t), y(0) = 20 mit der Lösung y(t) = 20 · e0.1t (Vgl. Kapitel 4)


Die Funktionen (5.3) sind also Lösungen der Differenzialgleichung (5.2) , jedoch muss noch
gezeigt werden, dass keine anderen Lösungen existieren:
Sei g(t) eine Funktion, welche ebenfalls (5.2) erfüllt. Wir betrachten nun die Funktion


f(t) =
g(t)


y(t)
.


Ableiten ergibt:


f ′(t) =
g ′(t) · y(t) − g(t) · y ′(t)


y2(t)
.
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Weil sowohl g(t) wie auch y(t) (5.2) erfüllen, gilt


f ′(t) =
k · g(t) · y(t) − g(t) · k · y(t)


y2(t)
= 0.


Aus f ′(t) = 0 folgt weiter, dass f(t) konstant ist, d. h. f(t) =
g(t)
y(t) = C. Folglich ist g(t) = Cy(t) =


CAekt, also ist g(t) wieder von der Form (5.3).


Satz: Die Differenzialgleichung y′(t) = k · y(t)


oder kurz y′ = k · y hat die Lösungen
y(t) = Aekt oder kurz y = Aekt. Ist noch ein
Anfangswert y(0) = y0 gegeben, dann ist die
eindeutige Lösung des Anfangswertproblems
y′ = ky, y(0) = y0 die Funktion y = y0ekt


y


t


A


y = Aekt


y′ = ky


Abbildung 5.2: y′ = ky ⇒ y = Aekt


Negatives Wachstum oder Zerfall


Die Änderungsraten können sowohl beim linearen wie beim exponentiellen Wachstum auch
negativ sein. Man spricht dann von einem negativen Wachstum oder von Zerfall. Mathematisch
ergeben sich aber keine andern Funktionstypen als Lösung.


y


t


y = m · t + b


y′ = m, m < 0b


Abbildung 5.3: Linearer Zerfall


y


t


y = Aekt


y′ = ky, k < 0


A


Abbildung 5.4: Exponentieller Zerfall


5.3 Die Grenzen des Wachstums, beschränktes und
logistisches Wachstum


Sowohl beim linearen wie erst recht auch beim exponentiellen Wachstum wird mit der Zeit
jede Grenze überschritten. Lineares und exponentielles Wachstum beschreiben demnach ein
unbegrenztes Wachstum, was langfristig betrachtet nicht realistisch ist. Jedes Wachstum stösst
irgend einmal an Grenzen. Eine einfache Möglichkeit diese Wachstumsgrenze mathematisch zu
modellieren besteht darin, die Änderungsrate bei Annäherung an die Wachstumsgrenze immer
kleiner werden zu lassen, so dass sie bei der Wachstumsgrenze den Wert Null hat und beim
Überschreiten der Wachstumsgrenze negativ wird. Dies kann auf einfache Weise mit einem
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«wachstumsbegrenzenden» Faktor b, mit dem man die Änderungsrate zusätzlich multipliziert,
erreicht werden.
Wir bezeichnen die wachsende Grösse mit y, die Wachstumsgrenze mit S. Die Wachstumsgren-
ze S wird auch als Sättigungswert bezeichnet. Für die nachfolgenden Betrachtungen wird S > 0


vorausgesetzt.


Der wachstumsbegrenzende Faktor b soll nahe bei 1 sein, wenn die betrachtete Grösse y noch
weit entfernt von der Wachstumsgrenze S entfernt ist (keine nennenswerte Wachstumsbremse),
insbesondere setzen wir b = 1 für y = 0. Wenn y = S ist, dann soll der Faktor b den Wert 0


haben (kein Wachstum mehr möglich) und für y > S soll der Faktor b negativ werden (negatives
Wachstum). Nimmt man einen linearen Verlauf des Faktors b in Abhängigkeit von y an, dann
ergibt sich folgendes:


1


S


b


y


Abbildung 5.5: Wachstumsbegrenzender Faktor b


b = 1 −
y


S


5.3.1 Das beschränkte Wachstum


Wird der wachstumsbegrenzende Faktor beim linearen Wachstum eingeführt, dann erhält man
das beschränkte Wachstum. Für dieses gilt die Differenzialgleichung


y′(t) = m ·
(


1 −
y(t)


S


)
. (5.4)


Die Lösungen dieser Differenzialgleichung sind die Funktionen


y(t) = S + Ce− m
S t, C ∈ R.


Der Beweis ist eine Übungsaufgabe. Eine exakte Herleitung findet sich im 10. Kapitel.
Für den Anfangswert y0 = y(0) gilt y0 = S + C, also ist C = y0 − S und damit


y(t) = S + (y0 − S)e− m
S t


Andere Beschreibung des beschränkten Wachstums


Oft wird das beschränkte Wachstum statt mit der Differenzialgleichung 5.4 wie folgt beschrieben:


y′(t) = k · (S − y(t)) (5.5)
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In Worten: Die Änderungsrate ist proportional zur Differenz zwischen Sättigungswert und mo-
mentanem Wert, die Proportionalitätskonstante ist k.
Für k = m


S
sind die beiden Gleichungen 5.4 und 5.5 identisch. Die Lösungen in der zweiten


Form lauten dann entsprechend


y(t) = S + Ce−kt, C = y(0) − S


In der Abbildung 5.6 sind die Kurven des beschränkten Wachstums für m = 1, S = 2, y(0) =


{0, 1, 2, 3, 4} gezeichnet. Alle Kurven gehen für t → ∞ asymptotisch gegen y = 2, man sagt auch:
die Gerade y = 2 ist Asymptote2 der Kurven.


0


1


2


3


4


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9


y


t


Abbildung 5.6: Beschränktes Wachstum, beschränkter Zerfall


Vergleicht man die Differenzialgleichung des linearen Wachstums (5.1) mit derjenigen des be-
schränkten (5.4), dann stellt man folgendes fest:


• Ist |y(t)| � S, dann ist b =
(
1 − y


S


) ≈ 1 und damit y ′ ≈ m. Das beschränkte Wachstum
unterscheidet sich in dieser Phase kaum von einem linearen.


• Ist y(t) in der Nähe von S, dann ist b =
(
1 − y


S


)
nahe bei 0 und das Wachstum entsprechend


verlangsamt.


• Ist y(t) > S, dann ist b =
(
1 − y


S


)
< 0, was ein negatives Wachstum (Abnahme, Zerfall)


zur Folge hat, vorausgesetzt dass m > 0 ist.


Bemerkung: Haben m und S verschiedene Vorzeichen, dann ergibt sich für t → ∞ kein asym-
ptotisches Verhalten (vgl.Aufgabe 4)


2Asymptote = Anschmiegende
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5.3.2 Das logistische Wachstum


Führt man den wachstumsbegrenzenden Faktor beim exponentiellen Wachstum hinzu, dann erhält
man das sog. logistisches Wachstum. Für dieses gilt die Differenzialgleichung


y′(t) = k · y(t) ·
(


1 −
y(t)


S


)
(5.6)


Vergleicht man die Differenzialgleichung des exponentiellen Wachstums (5.2) mit derjenigen
des logistischen (5.6), dann stellt man folgendes fest:


• Ist |y(t)| � S, dann ist b =
(
1 − y


S


) ≈ 1 und damit y ′ ≈ ky. Das logistische Wachstum
unterscheidet sich in dieser Phase kaum von einem exponentiellen.


• Ist y(t) in der Nähe von S, dann ist b =
(
1 − y


S


)
nahe bei 0 und das Wachstum entsprechend


verlangsamt.


• Ist y(t) > S, dann ist b =
(
1 − y


S


)
< 0, was ein negatives Wachstum (Abnahme) zur Folge


hat.


Die Lösungen der Differenzialgleichung (5.6) sind die Funktionen der Form


y(t) =
S · y0


y0 + (S − y0)e−kt
(5.7)


Der Beweis (Ableiten und Einsetzen) ist eine Übungsaufgabe. Wir werden später Methoden
entwickeln, die es uns erlauben, das Ergebnis exakt herzuleiten (Kapitel 10). Der Anfangswert
ist y0 = y(0).
In der Abbildung 5.7 sind die Graphen des logistischen Wachstums mit k = 0.1, S = 100 und
den Anfangswerten y0 = {1, 10, 40, 150, 200} abgebildet abgebildet.
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Abbildung 5.7: Logistisches Wachstum, logistischer Zerfall


Die Gerade y = S = 100 ist Asymptote der Kurven für t → ∞.


Bemerkung: Ist k < 0, dann ist y = 0 Asymptote für t → ∞.
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5.4 Ein Wachstumsmodell für zwei interagierende Tierarten:
Räuber und Beute


Wenn zwei Tierarten in einem gemeinsamen Lebensraum leben, gibt es verschiedene Interakti-
onsmöglichkeiten: Räuber-Beute, Wettbewerb um Nahrung und Lebensraum, Symbiose und an-
dere. Wir werden ein Räuber-Beute-Modell entwickeln, andere Modelle werden in den Übungs-
aufgaben betrachtet. Das hier entwickelte Modell stammt von den beiden Mathematikern Lotka
und Volterra und heisst deshalb auch Lotka-Volterra-Modell. Wir gehen davon aus, dass auf einer
Insel Kaninchen und Füchse leben, wobei sich die Füchse von den Kaninchen ernähren.


Grundannahmen für das Lotka-Volterra-Modell


• Ohne die Anwesenheit von Füchsen wächst die Kaninchenpopulation exponentiell.


• Sind Füchse vorhanden, dann hat dies einen dezimierenden Einfluss auf die Kaninchenpo-
pulation. Dieser Einfluss ist proportional zur Anzahl der Begegnungen zwischen Füchsen
und Kaninchen und diese Anzahl ist ihrerseits proportional sowohl zur Anzahl Füchse als
auch zur Anzahl Kaninchen und damit zum Produkt dieser beiden Zahlen.


• Die Geburtsrate der Füchse hängt ab von ihrem momentanen Bestand, der Faktor, der
diese Rate bestimmt, ist seinerseits proportional zum Nahrungsangebot, also zur Anzahl
Kaninchen. Die Geburtsrate der Füchse ist somit proportional zum Produkt aus Anzahl
Füchsen und Anzahl Kaninchen.


• Die Sterberate der Füchse ist proportional zu ihrem Bestand.


Es sei nun B(t) die Anzahl Kaninchen (B: Beute) und R(t) die Anzahl Füchse (R: Räuber) zur
Zeit t.
Die Modellannahmen führen zu einem System von zwei gekoppelten Differenzialgleichungen,
nämlich


B′ = a · B − c · B · R
R ′ = d · B · R − e · R.


Die Koeffizienten a, c, d und e sind Parameter, welche empirisch (aus der Erfahrung) ermittelt
werden müssen.
Die Lösungen dieses Gleichungssystems können nicht in geschlossener Form angegeben wer-
den, d.h. wir können nicht direkt Funktionsterme für B(t) und R(t) angeben. Trotzdem existieren
solche Funktionen, jedoch müssen wir diese mit einem numerischen Näherungsverfahren er-
mitteln. Es gibt verschiedene solche Verfahren, welche es erlauben, die gesuchten Funktionen
numerisch und graphisch darzustellen. Wir verwenden nur die einfache und schon im ersten
Kapitel verwendete Euler-Methode.


5.5 Die Euler-Methode


Diese Methode wurde schon im ersten Kapitel eingeführt. Sie wird hier am Beispiel des Lotka-
Volterra-Modells aus 5.3 noch einmal erläutert. Für das Beispiel wählen wir:
a = 0.1; c = 5 · 10−3; d = 4 · 10−5;
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e = 4 · 10−2.


Gegeben ist also das System von Differenzialgleichungen


B′ = 0.1 · B − 5 · 10−3 · B · R
R ′ = 4 · 10−5 · B · R − 4 · 10−2 · R.


Wir benötigen weiterhin die Anfangswerte B(0) = 2000 und R(0) = 10. Nun berechnen wir schritt-
weise die folgende Tabelle 5.1


Tabelle 5.1: Euler-Methode mit Δt = 1


Zeit B(t) R(t) B′(t) R ′(t)
(Monate) (Kaninchen) (Füchse)


0 2000 10 100 0.4
1 2100 10.4 100,8 0.4576
2 2200,8 10.858 100.6 0.5215
3 2301.4 11.379 99.201 0.59235
4 2400.6 11.971
...


...
...


...
...


Die so berechneten Werte sind jedoch ungenau, weil die Änderungsraten nicht konstant sind
und sich im Verlaufe eines Monats ändern. So ändert sich z.B. B′, sobald sich B oder R ändert!
Um genauere Werte zu erhalten, müssen wir den Zeitschritt verkleinern, was jedoch den Re-
chenaufwand vergrössert. Rechnen wir mit einem Zeitschritt von �t = 0.1, dann ergibt sich die
folgende Tabelle 5.2


Tabelle 5.2: Euler-Methode mit Δt = 0.1


Zeit B(t) R(t) B′(t) R ′(t)
(Monate) (Kaninchen) (Füchse)


0 2000 10 100 0.4
0.1 2010 10.04 100.1 0.40562
0.2 2020 10.081 100.19 0.41129
0.3 2030 10.122 100.27 0.41703
...


...
...


...
...


Der jeweils nächste neue B-Wert wird wie folgt berechnet:


B′ = lim
�t→0


�B


�t
≈ �B


�t
(für genügend kleines �t),


also ist �B ≈ B′ · �t,
folglich B(neu) = B(alt) + �B ≈ B(alt) + B ′(alt) · �t


oder etwas mathematischer ausgedrückt:


B(t + �t) ≈ B(t) + B′(t) · �t. (5.8)
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Bemerkung: Die Beziehung (5.8) gilt für jede differenzierbare Funktion bei genügend kleinem
�t, d.h. es gilt


f(t + �t) ≈ f(t) + f ′(t) · �t.


Diese Beziehung ist die Grundlage des schrittweisen Vorgehens bei der Euler-Methode.
Die genauen Funktionswerte von B und R beispielsweise an der Stelle t = 2, also B(2) und
R(2) erhält man mittels der Euler-Methode als Grenzwert für �t → 0. Um diesen Grenzwert
(näherungsweise) zu bestimmen, betrachten wir die folgende Tabelle 5.3


Tabelle 5.3: Euler-Methode mit Δt → 0


�t B(2) R(2)


1 2200.8 10.4
0.1 2200.7 10.914
0.01 2200.7 10.920
0.001 2200.7 10.920


Es zeigt sich, dass sich die ersten fünf Stellen nach der Zeile mit �t = 0.01 nicht mehr ändern.
Diese Stellen haben sich sozusagen stabilisiert und wir haben die Werte B(2) und R(2) damit
auf fünf signifikante Stellen genau berechnet. Je kleiner wir das �t wählen, desto grösser wird
dabei der Rechenaufwand. Dabei stossen auch leistungsfähige Taschenrechner wie der TI-Nspire
™ an ihre Grenzen. Wird eine hohe Genauigkeit gewünscht, empfiehlt es sich, einen Computer
einzusetzen.


Der Verlauf der Funktionen B und R kann auch graphisch dargestellt werden, was einen viel
besseren Überblick über die Entwicklung erlaubt als nur numerische Werte. In der Abbildung 5.8
findet man die Darstellung von 0.01 ·B und R über einen Zeitraum von 300 Monaten. Es wurde
0.01 · B anstatt R gezeichnet, damit beide Kurven im gleichen Koordinatensystem darstellbar
und vergleichbar sind.


Abbildung 5.8: Räuber-Beute-Modell


Bemerkungen: Die Darstellung der Kurven mit TI-Nspire™ ist im Anhang D erklärt. Mit dem
tns-Dokument «Dyn-System,-2D», welches auf der Materialdatenbank von TI zu finden ist
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(http://www.ti-unterrichtsmaterialien.net/) können diese Kurven ebenfalls erzeugt und nach
Bedarf gestreckt werden. Dabei wird eine genauere numerische Methode als die Euler-Methode
verwendet, nämlich die Methode von Runge-Kutta. Nähere Angaben zu dieser Methode findet
man in der Fachliteratur oder auf Wikipedia.


5.6 Ein Modell aus der Epidemologie


5.6.1 Die Ausbreitung einer ansteckenden Krankheit


In diesem Abschnitt wird die Ausbreitung einer ansteckenden Krankheit in einem Modell darge-
stellt und untersucht. Viele Krankheiten wie etwa Grippe, Masern, Polio, Mumps, Erkältung etc.
sind ansteckend. Währenddem man eine Erkältung immer wieder von neuem kriegen kann, er-
krankt man an Masern höchstens einmal. Eine durchgestandene Krankheit wie die Masern führt
nach der Heilung zu einer andauernden Immunität. Wir werden später die Immunreaktion im
Körper ebenfalls mit einem Modell untersuchen. Einige Krankheiten haben die Tendenz, grosse
Bevölkerungsschichten zu erfassen, sie werden dann Epidemien genannt (Epidemie stammt aus
dem Griechischen, epi heisst über, demos das Volk). Epidemologie ist die wissenschaftliche Unter-
suchung dieser Krankheiten. Epidemien sind seit jeher gefürchtet, insbesondere das Auftreten
von neuen unkontrollierbaren Krankheiten wie kürzlich (2003) SARS. Um solche Epidemien in
den Griff zu bekommen, ist es notwendig, so viel wie möglich darüber zu wissen. Die Ma-
thematik liefert ihren Beitrag in der Form von Modellen, die es uns erlauben, den Verlauf zu
prognostizieren und die Wirksamkeit von gezielten Eingriffen wie etwa Quarantäne oder Imp-
fung zu studieren.


Das von uns untersuchte Modell geht von folgenden Annahmen aus:


• Die Krankheit ist von begrenzter Dauer, jede befallene Person wird schlussendlich geheilt.


• Eine durchgestandene Krankheit führt zu permanenter Immunität, d.h. eine zweite An-
steckung ist nicht möglich.


• Es wird eine geschlossene Bevölkerungsgruppe betrachtet, d.h. während des Verlaufs der
Krankheit gibt es keine Zuwanderung oder Abwanderung.


Die betrachtete Bevölkerung kann nun zu jedem Zeitpunkt in drei Gruppen aufgeteilt werden,
die wir mit S , I und R bezeichnen.
S : Ansteckbare, d.h. Personen, die die Krankheit noch nicht hatten, aber auch nicht immun
dagegen sind.
I : Infizierte, welche die Krankheit haben und sie auch weiter geben können.
R : Geheilte, sie machten die Krankheit durch und sind gegen eine erneute Ansteckung immun.


Bemerkung: Die Bezeichnungen kommen aus dem Englischen, S steht für susceptible (ansteck-
bar), I für infecteted (infiziert) und R für recovered (geheilt). S, I und R bedeuten die Anzahl der
Personen in den entsprechenden Gruppen; diese Grössen sind Funktionen der Zeit. Wenn wir
dies speziell betonen wollen, dann schreiben wir S(t), I(t) und R(t).
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5.6.2 Das S-I-R-Modell


Zwischen den drei Bevölkerungsgruppen gibt es zwei mögliche Übergänge: Der Übergang von
S zu I, die Ansteckung und der Übergang von I zu R, die Heilung.


Ansteckung: Eine ansteckbare Person wird bei jeder Begegnung mit einer infizierten Person
mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit p angesteckt. Die Wahrscheinlichkeit einer Begegnung
mit einer infizierten Personen während eines kleinen Zeitintervalls Δt ist proportional zur An-
zahl I der infizierten Personen und zur Länge des Zeitintervalls Δt, der Proportionalitätsfaktor
sei q. Demnach wird jede ansteckbare Person während des betrachteten Zeitintervalls Δt mit
der Wahrscheinlichkeit p · q · I · Δt = a · I · Δt angesteckt. Folglich ist die Änderung von S im
Zeitintervall Δt gegeben durch ΔS = −a · I · Δt · S. Für die Änderungsrate von S ergibt sich
deshalb


S ′ = −a · S · I,
a = p · q heisst Ansteckungskoeffizient .


Heilung: Die Krankheit dauere im Mittel n Tage. Betrachten wir zu irgend einem Zeitpunkt
des Verlaufs der Epidemie die Infizierten, so wird es darunter solche geben, die eben erst in-
fiziert wurden, andere, die schon am zweiten Tag krank sind, dann weitere, die am dritten,
vierten etc. Tag krank sind und schliesslich diejenigen, die am n-ten Tag krank sind und unmit-
telbar vor der Heilung stehen. Wenn wir annehmen, dass sich die Kranken gleichmässig über
diese n Teilgruppen verteilen, dann werden jeden Tag 1/n der Infizierten geheilt, diese gehen
dann in die Gruppe R über.


Für R ergibt sich aus dieser Plausibilitätsbetrachtung deshalb der folgende Ansatz für die Än-
derungsrate:


R ′ =
1


n
· I = b · I,


b hängt von der Dauer der Krankheit ab. Wenn wir die Zeiteinheit «Tag» verwenden, dann ist
b = 1


n
, wobei n die Anzahl Tage ist, welche die Krankheit im Mittel dauert.


b heisst Heilungskoeffizient.


Schliesslich können wir noch die Änderungsrate von I formulieren: I nimmt zu um die jeweils
neu Infizierten und nimmt ab um die jeweils Geheilten, wir erhalten also


I ′ = a · S · I − b · I.
Wir haben damit das Modell in Form von drei Differenzialgleichungen:


Das S-I-R-Modell


S ′ = −a · S · I
I ′ = a · S · I −b · I
R ′ = b · I


Beispiel:
In einem Internat mit 800 Knaben hat ein Knabe eine ansteckende Krankheit von einem Aussen-
kontakt her eingeschleppt. Für den Ansteckungskoeffizienten gelte a = 0.0025. Da die Krank-
heit im Mittel etwa fünf Tage dauert, setzten wir für b = 0.2. Die Anfangswerte sind also:
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S(0) = 799, I(0) = 1, R(0) = 0. Die Zeiteinheit sei «Tag». Geben wir die Differenzialgleichungen
des S-I-R-Modells zusammen mit diesen Anfangswerten in den Rechner ein, so erhalten wir für
einen Zeitraum von t = 0 bis t = 20, also für die ersten 20 Tage, die in Abbildung 5.9 darge-
stellten Graphen.
Nach etwa 2 Tagen fällt die Zahl der Ansteckbaren rapide, während die Zahl der Kranken steil
ansteigt. Die Epidemie hat nach ziemlich genau fünf Tagen mit ca. 530-540 Kranken ihren Hö-
hepunkt erreicht, die Zahl der Kranken nimmt dann kontinuierlich ab und ist nach 20 Tagen
nur noch unbedeutend.


Abbildung 5.9: Das S-I-R-Modell


5.7 Ein Beispiel aus der Physik: Der freie Fall


Newton entwickelte die Differenzialrechnung, um die Bewegung der Planeten zu berechnen.
Dabei entdeckte er auch das Grundgesetz der Dynamik, welches besagt, dass ein Objekt seine
Geschwindigkeit nur ändert, wenn eine Kraft einwirkt und dass die Änderungsrate der Ge-
schwindigkeit proportional zu dieser Kraft ist. Das Gesetz lautet:


F = m
dv


dt
,


wobei F die einwirkende Kraft und m die als konstant betrachtete Masse des Körpers ist. Die
Änderungsrate der Geschwindigkeit dv


dt
= a ist die Beschleunigung, also kann das Grundgesetz


(Bewegungsgleichung) auch in der Form


Kraft = Masse mal Beschleunigung (5.9)


formuliert werden. Jedes Bewegungsproblem führt auf Grund dieser Gleichung mathematisch
auf eine Differenzialgleichung oder ein System von Differenzialgleichungen.
Wir betrachten als Beispiel den freien Fall.
Wir nehmen an, ein Körper befinde sich zur Zeit t0 = 0 s auf der Höhe h0 über der Erdoberfläche
und habe die Geschwindigkeit v0. Auf den Körper wirkt die Erdanziehungskraft (Gravitations-
kraft), welche in der Nähe der Erdoberfläche in guter Näherung konstant ist und mg beträgt,
mit g = 9.81 m


s2 .
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5.7.1 Freier Fall ohne Luftwiderstand


Die Bewegungsgleichung 5.9 ergibt die Differenzialgleichung:


m
dv


dt
= −mg,


nach Kürzen mit m erhalten wir
dv


dt
= −g.


Die Lösung dieser Differenzialgleichung ist


v(t) = −gt + v0,


wie man durch Einsetzen leicht überprüfen kann. Da v = dh
dt


(die Geschwindigkeit ist die
Änderungsrate des Orts, also hier der Höhe h), erhalten wir die weitere Differenzialgleichung


dh


dt
= −gt + v0.


Die Lösung dieser Differenzialgleichung ist


h(t) = −
1


2
gt2 + v0t + h0,


wie man durch Ableiten leicht bestätigen kann.


5.7.2 Freier Fall mit Luftwiderstand


Luftwiderstand proportional zur Geschwindigkeit


Fällt ein Körper in der Atmosphäre, so wirkt nebst der Erdanziehungskraft (Gravitation) noch
der Luftwiderstand. Dieser ist von der Form und der Grösse des Körpers sowie von seiner
Geschwindigkeit abhängig. Für ein möglichst einfaches Modell nehmen wir an, dass der Luft-
widerstand proportional zur Geschwindigkeit sei. Wir machen also den Ansatz


Luftwiderstand = Fl = −bv,


wobei b eine von der Grösse und Form des Körpers abhängige positive Konstante ist. Das Mi-
nuszeichen bedeutet, dass die Richtung des Luftwiderstandes der Richtung der Geschwindigkeit
entgegengesetzt ist. Wir erhalten nun aus der Grundgleichung 5.9 die Differenzialgleichung


m
dv


dt
= −mg − bv


resp. dv


dt
= −g −


b


m
v.


Die Lösung dieser Differenzialgleichung mit dem Anfangswert v(0) = 0 ist
v(t) = gm


b
(e− b


m t − 1), was durch Einsetzen bestätigt werden kann.
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Luftwiderstand proportional zum Quadrat der Geschwindigkeit


Die Wirklichkeit ist allerdings etwas komplizierter. Ein Modell, welches in den meisten Fällen
bessere Resultate liefert, geht davon aus, dass der Luftwiderstand proportional zum Quadrat
der Geschwindigkeit ist, also die Differenzialgleichung


m
dv


dt
= −mg − kv · |v|


gilt. Dass an Stelle von v2 der Term v · |v| steht, hat seinen Grund darin, dass das Vorzeichen
des Luftwiderstands dem Vorzeichen der Geschwindigkeit stets entgegengesetzt ist, v2 wäre
unabhängig vom Vorzeichen von v stets positiv. Für die Konstante k gilt k = 1


2
cwρA, wobei cw


die Widerstandszahl, A die Stirnfläche senkrecht zur Richtung der Geschwindigkeit und ρ die
Dichte der Luft bedeuten.
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5.8 Aufgaben zu Kapitel 5


1. Bestimmen Sie die Lösung des Anfangswertproblems


a) y′ = 0.2y ; y(0) = 10


b) y ′ = −0.4y ; y(0) = 25


c) y′ = 2y ; y(2) = 20.


2. Zeigen Sie durch Einsetzen, dass die angegebene Funktion eine Lösung der Differenzial-
gleichung ist und bestimmen Sie sodann die Konstante C so, dass der gegebene Anfangs-
wert erfüllt ist.


a) y′ = 1
2y


y(3) = 17; y(t) =
√


t + C


b) y′ = y2 y(0) = 5; y(t) = 1
C−t


c) y′ = y3 y(0) = 5; y(t) = 1√
C−2t


.


3. Zeigen Sie durch Einsetzen, dass die angegebene Funktion eine Lösung der Differenzial-
gleichung ist.


a) (Beschränktes Wachstum) y′ = m · y · (1 − y


S
), y = S + C · e− m


S t


b) (Logistisches Wachstum) y′ = k · y · (1 − y


S
), y = SAekt


S+A(ekt−1)


4. Untersuchen Sie das Verhalten für t → ∞ und für t → −∞ der Funktion des beschränkten
Wachstums: y(t) = S + (y0 − S)e− m


S t für verschiedene Werte von m und S, insbesondere
auch negative (die Voraussetzung S > 0 gilt hier nicht), in Abhängigkeit vom Anfangswert
y0. Verwenden Sie Schieberegler.


5. Das Abkühlgesetz von Newton lautet T ′(t) = k · (T(t) − Tu) (vgl. Kapitel 1), es gilt auch
bei Erwärmung.


a) Für die Temperatur eines heissen Getränks gelte T ′(t) = −0.1(T(t) − 20), T(0) =


80. Wie lautet die Funktion T(t)? Nach welcher Zeit hat sich das Getränk auf 50°C
abgekühlt? (Zeit t in Minuten)


b) Ein heisses Getränk kühlt sich bei einer Umgebungstemperatur von Tu =15°C in-
nerhalb von 4 min von 90°C auf 80°C ab. Wie lange dauert es, bis es sich auf 50°C
abgekühlt hat?


c) In einem Backofen mit konstanter Temperatur befindet sich ein Braten mit der An-
fangstemperatur 4°C. Nach 10 min beträgt die Temperatur 24°C und nach 15 min
33°C. Wie warm ist der Ofen und nach welcher Zeit beträgt die Bratentemperatur
80°C?


6. Einem Patienten werden von einem Medikament 6 mg pro Minute per Tropfinfusion ins
Blut geleitet. Das im Blut befindliche Medikament wird über die Nieren ausgeschieden,
der Ausscheidungsprozess verläuft so, dass die Änderungsrate infolge Ausscheidung pro-
portional zum vorhandenen Wert ist, der Proportionalitätsfaktor ist k = 0.04 (Zeiteinheit
Minuten). Bestimmen Sie eine Differenzialgleichung für die Änderungsrate der Medika-
mentmenge y(t) im Blut und geben Sie die Lösung dieser Differenzialgleichung an, wenn
der Anfangswert y(0) = 0 beträgt.


68 ©Texas Instruments 2010







5.8. Aufgaben zu Kapitel 5


7. Auf einer Südseeinsel wurden im Jahre 1708 8 Wildkaninchenpaare ausgesetzt, um die
Frischfleischversorgung bei künftigen Besuchern zu sichern. Aus Erfahrung ist bekannt,
dass sich die Kaninchenpopulation, wenn keine wachstumsbeschränkenden Faktoren vor-
liegen, alle 10 Monate verdoppelt.


a) Wieviele Kaninchen wären unter diesen Voraussetzungen im Jahr 1718, d. h. 10 Jahre
nach dem Aussetzen der ersten 10 Paare, zu erwarten?


b) Tatsächlich wurden auch in späteren Jahren nie mehr als 120 Kaninchenpaare gezählt.
Was für ein Wachstumsmodell ist angebracht? Wieviele Paare wären nach diesem
Wachstumsmodell 1718 zu erwarten? In welchem Jahr ist die Zunahme der Kanin-
chenpopulation nach diesem Modell am grössten?


8. Das Wachstum einer Pflanze ergab folgende Werte:


Zeit (in Wochen) 0 2 4 6 8 10 12 14
Höhe (in m) 1.2 2.4 4 6.6 8.2 10 11 11.5


a) Stellen Sie die Daten graphisch dar, was für ein Wachstumsmodell ist angebracht?


b) Schätzen Sie die Sättigungsgrenze und bestimmen Sie die Gleichung der Funktion
unter Verwendung eines Messpunktes.


c) Bestimmen Sie die Gleichung mit Hilfe einer Regression.


9. Lotka-Volterra-Modell mit begrenztem Wachstum
Ändern Sie das Lotka-Volterra-Modell aus 5.4 und 5.5 so ab, dass für die Kaninchen, ohne
den Einfluss der Füchse, ein logistisches Wachstum gelten würde. Die Sättigungsmenge
liege bei S=10’000 Kaninchen, die übrigen Parameter bleiben unverändert. Formulieren Sie
die Differenzialgleichungen und untersuchen Sie den Verlauf von B und R graphisch und
vergleichen Sie mit dem ursprünglichen Modell.


10. May-Modell
Von R.M. May stammt das folgende weiterentwickelte Modell, welches ziemlich realisti-
sche Annahmen über die Interaktion zwischen Jäger und Beute einführt. Die folgenden
Annahmen sind die Grundlage des Modells:


• Die Kaninchenpopulation wächst ohne den Einfluss der Füchse logistisch.


• Die Anzahl Kaninchen, welche ein Fuchs während eines gegebenen Zeitintervalls
frisst, variiert von 0 (wenn keine Kaninchen vorhanden sind) bis zu einer Sättigungs-
grenze c (wenn beliebig viele Kaninchen vorhanden sind) und wird durch die Funk-
tion g mit der Gleichung g(x) = c·x


x+d
beschrieben. x : Anzahl vorhandene Kaninchen.


• Die Fuchspopulation wird durch ein Gesetz beschrieben, welches analog zum logisti-
schen Wachstum ist, mit dem Unterschied, dass die Sättigungsgrenze nicht eine feste
Zahl, sondern proportional zur Grösse der Kaninchenpopulation ist.


a) Untersuchen Sie die Funktion g und diskutieren Sie insbesondere die Bedeutung der
Parameter c und d.
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b) Stellen Sie die Differenzialgleichungen für das May-Modell auf. Verwenden Sie die
folgenden Parameter.


a : Wachstumskonstante beim logistischen Wachstum der Kaninchen,
b : Sättigungsgrenze der Kaninchenpopulation,
c und d: wie oben erklärt,
e : Wachstumskonstante beim logistischen Wachstum der Füchse,
f : Proportionalitätsfaktor der Sättigungsgrenze der Füchse (siehe oben).


c) Nehmen Sie für die Parameter die folgenden Werte an:
a = 0.6; b = 1000; c = 30; d = 100; e = 0.1; f = 0.02.
Die Anfangswerte seien 800 Kaninchen und 10 Füchse. Wie entwickeln sich die Po-
pulationen im Verlaufe der Zeit?


d) Ändern Sie die Anfangswerte, was kann beobachtet werden? Vergleichen Sie mit dem
Lotka-Volterra-Modell aus Abschnitt 5.4.


e) Die Gefrässigkeit der Füchse drückt sich u.a. im Wert des Parameters c aus. Untersu-
chen Sie nun den Einfluss des Parameters c auf das Langzeitverhalten, d.h. verändern
Sie den Wert von c und lassen Sie alle andern Parameter unverändert. Variieren Sie
den Wert von c zwischen 50 und 10. An einer bestimmten Stelle geschieht eine qua-
litative Veränderung, welche in der Fachsprache Hopf-Bifurkation heisst. Beschreiben
Sie diese Veränderung.


11. Die Entstehung von Wein, alkoholische Gärung; Entwicklung eines Modells mit Diffe-
renzialgleichungen
Wein entsteht aus Traubenmost durch die alkoholische Gärung. Verantwortlich dafür ist
die Weinhefe, ein Pilz, der sich vom Zucker ernährt und dabei als Stoffwechselprodukt Al-
kohol erzeugt. Der Alkohol ist für die Hefe toxisch, so dass diese schlussendlich abstirbt,
wodurch die Gärung beendet wird.Aus dem Traubenmost ist dadurch Wein mit einem
Alkoholgehalt von etwa 8-14% entstanden. Nachstehend wird durch eine Folge von Über-
legungen ein Modell Entwickelt, welches es uns erlaubt, die Wechselwirkung zwischen
Zucker, Alkohol und Hefe darzustellen. Die zu verwendende Zeiteinheit ist die Stunde.


a) Logistisches Wachstum der Hefe
In einem ersten Ansatz gehen wir davon aus, dass die Hefe logistisch wächst, wir ver-
nachlässigen also vorerst die Wirkung des Alkohols und die Abnahme des Zuckers.
Wir gehen davon aus, dass einem Fass Traubenmost H0 = 0.5 kg Hefe beigegeben
wird und dass die maximal mögliche Hefemenge (Sättigungswert) bei S = 10 kg Hefe
liegt. Die natürliche Wachstumsrate der Hefe beträgt dabei k = 0.2 kg Hefe pro kg
Hefe und Stunde. Die Hefemenge in kg in Abhängigkeit von der Zeit werde mit H(t)


beschrieben.


i. Notieren Sie die Differenzialgleichung, welche das Wachstum der Hefe beschreibt.


ii. Stellen Sie den Verlauf der Funktion H(t) graphisch dar. Nach welcher Zeit ist
H(t) = 5?
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b) Wirkung des Alkohols auf die Hefe
Wir betrachten nun die Alkoholproduktion und dessen Wirkung auf die Hefe.


i. Wir gehen davon aus, dass die produzierte Menge Alkohol proportional zur vor-
handenen Hefemenge ist und dass ein kg Hefe a = 0.1 kg Alkohol pro Stunde
produziert. Die Alkoholmenge in kg in Abhängigkeit der Zeit werde mit A(t)


bezeichnet. Notieren Sie die Differenzialgleichung, welche das Wachstum des Al-
kohols beschreibt.


ii. Wir betrachten nun noch die toxische Wirkung des Alkohols auf die Hefe. Wir
nehmen an, dass die Menge Hefe, welche pro Zeiteinheit abstirbt, proportional
zur vorhanden Menge Alkohol und zur vorhandenen Menge Hefe ist. Konkret
nehmen wir an, dass ein kg Alkohol pro kg Hefe c = 0.01 kg Hefe pro Stunde
vernichtet. Modifizieren Sie nun die Differenzialgleichung aus Aufgabe 1), so dass
diese Wirkung berücksichtigt wird.


iii. Das System besteht nun aus zwei gekoppelten Differenzialgleichungen. Wir neh-
men an, dass das Fass anfänglich 0.5 kg Hefe enthält und keinen Alkohol. Stellen
Sie den Verlauf der Funktionen H(t) und A(t) graphisch dar. Wann erreicht die
Hefemenge ihr Maximum und wie gross ist dieses? Wir davon aus, dass die Gä-
rung praktisch beendet ist, wenn H(t) < 0.1 ist. Wann ist die Gärung beendet
und wieviel Alkohol wurde dabei produziert?


c) Berücksichtigung des Zuckerverbrauchs
Das Modell wird nun dadurch vervollständigt, dass auch der Zuckerverbrauch be-
rücksichtigt wird. Wir nehmen an, dass pro kg Hefe b = 0.25 kg Zucker pro Stunde
verbraucht wird. Die Zuckermenge in kg in Abhängigkeit der Zeit werde mit Z(t)


beschrieben.


i. Notieren Sie die Differenzialgleichung, welche den zeitlichen Verlauf der Zucker-
menge beschreibt. Bezeichnen Sie die anfängliche Zuckermenge mit Z0.


ii. Das Wachstum der Hefe wurde anfänglich durch ein logistisches Wachstum be-
schrieben (Aufgabe 1), und dann noch um den Einfluss der Wirkung des Alkohols
erweitert (Aufgabe 2). Die Berücksichtigung des vorhandenen Zuckers führt nun
dazu, dass die in der Differenzialgleichung des logistischen Wachstums wirksa-
me Sättigungsmenge nicht mehr fest vorgegeben, sondern von der vorhandenen
Zuckermenge abhängig ist. Wir nehmen nun an, dass die Sättigungsmenge der
Hefe proportional zur vorhandenen Zuckermenge ist mit einem Proportionali-
tätsfaktor der d = 0.4 beträgt. Modifizieren Sie nun die Differenzialgleichung für
das Wachstum der Hefe in Aufgabe 1 resp.Aufgabe 2 entsprechend.


iii. Das Modell besteht nun aus drei gekoppelten Differenzialgleichungen. Setzen Sie
Z0 = 25 und untersuchen Sie dieses Modell.
Die verschiedenen Parameter des Modells können noch mit Schiebereglern ver-
ändert werden, was viele weitere Untersuchungen ermöglcht.


Aufgaben zum S-I-R-Modell


12. Wählen Sie die folgenden Werte für die Parameter: a = 10−5, b = 0.0625 sowie die
Anfangswerte S(0) = 45′000, I(0) = 2000, R(0) = 3000. Analysieren Sie das Modell mit
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Hilfe des Taschenrechners und machen Sie möglichst präzise Aussagen über den Verlauf
der Epidemie. Die Zeiteinheit sei 1 Tag.


13. Schwellenwert Das Vorzeichen von I ′ ist ausser von den Parametern a und b von S ab-
hängig. Wenn S genügend klein ist, dann wird I ′ negativ, was bedeutet, dass die Epidemie
abklingen wird. Der Wert von S, bei dem I ′ das Vorzeichen wechselt, heisst Schwellenwert.
Berechnen Sie den Schwellenwert!


14. Quarantäne : Eine Möglichkeit, auf eine Epidemie zu reagieren, ist die Einführung einer
Quarantäne, d.h. die erkrankten Personen werden isoliert, was den Ansteckungskoeffizi-
enten beeinflusst. Auf welchen Wert müsste der Parameter a gesenkt werden, damit die
Epidemie nicht ausbrechen kann ?


15. Bei einer ansteckenden Krankheit weiss man, dass sie im Mittel vier Tage dauert und
dass ein Ansteckbarer im Mittel täglich mit 0.3% der Infizierten Kontakt hat und dass die
Krankheit lediglich in einem von sechs Kontakten übertragen wird. Bestimmen Sie die
Grösse der Parameter im S-I-R-Modell und prognostizieren Sie den Verlauf. Wie gross ist
der Schwellenwert von S ? Verwenden Sie die folgenden Anfangswerte: S(0) = 4500; I(0) =


200; R(0) = 300.


16. Impfung Während der Epidemie wird eine Impfkampagne durchgeführt. In einem einfa-
chen Modell gehen wir davon aus, dass während jeder kleinen Zeitspanne Δt die Anzahl
der geimpften Ansteckbaren 0.2 · S · Δt beträgt. Ändern Sie das Modell aus Aufgabe 5
entsprechend ab und untersuchen Sie jetzt den Verlauf der Epidemie. Wieviele Personen
werden in den ersten drei Tagen und wieviele insgesamt geimpft?


Aufgaben zum freien Fall


17. Zeigen Sie, dass die Funktion v(t) = gm


b
(e− b


m t − 1) eine Lösung der Differenzialgleichung
dv
dt


= −g − b
m


v mit dem Anfangswert v(0) = 0 ist.


18. Zeigen Sie, dass die Lage s(t) eines Körpers, welcher aus der Anfangslage s(0) = s0 fällt,
durch die Funktion s(t) = s0 − gm


b
t − gm2


b2 (e− b
m t − 1) beschrieben wird.


19. Ein Körper der Masse m1 = 1 kg befindet sich in einer Höhe von 200 m und wird aus dem
Stillstand losgelassen. Der Wert der Konstanten b betrage b = 0.2 kg/s. Welchen Weg hat
der Körper nach 1 s resp. nach 2 s zurückgelegt? Wann erreicht er den Boden? Vergleichen
Sie mit dem freien Fall ohne Luftwiderstand.


20. Zwei weitere Körper, welcher in Form und Grösse identisch zum Körper aus der vorange-
henden Aufgabe sind, haben die Massen m2 = 0.2 kg resp. m3 = 4 kg. Welchen Weg legen
diese Körper in 1 s resp. 2 s zurück und wie lange brauchen sie für eine Fallstrecke von
200 m? Worin liegt ein wesentlicher Unterschied zum freien Fall ohne Luftwiderstand?


21. Bei einer bestimmten Geschwindigkeit, der sogenannten Grenzgeschwindigkeit vG, glei-
chen sich Gewichtskraft und Luftwiderstand aus. Wenn ein Körper diese Geschwindigkeit
erreicht hat, dann fällt er mit konstanter Geschwindigkeit. Bestimmen Sie vG in Abhän-
gigkeit von m, b und g. Welche Grenzgeschwindigkeit erreichen die drei Körper aus den
vorangehenden Aufgaben und nach welcher Zeit und welcher Fallstrecke erreichen sie 99%
dieser Geschwindigkeit, wenn sie aus dem Stillstand fallen gelassen werden?
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22. Wie schnell fallen Regentropfen?
Die meisten Regentropfen haben einen Durschmesser zwischen 0.1 mm (Nebelregen) und
5 mm (kräftiger Platzregen). Bestimmen Sie für die Tröpfchendurchmesser 0.1 mm, 1 mm,
2 mm und 5 mm die Grenzgeschwindigkeit sowie die Fallstrecke die benötigt wird um
aus dem Stillstand 90% dieser Geschwindigkeit zu erreichen. Die Tröpfchen können als
Kugeln aufgefasst werden.


©Texas Instruments 2010 73











6 Das Integral


Viele wichtige Grössen erhält man als Produkt von zwei anderen Grössen. Beispielsweise ist:


• Arbeit = Kraft mal Weg


• Fläche = Breite mal Länge


• Zurückgelegter Weg = Geschwindigkeit mal Zeit


• Verbrauchte (elektrische) Energie = Leistung mal Zeit


Zur Einführung des bestimmten Integrals untersuchen wir den zuletzt erwähnten Zusammenhang
zwischen Energie, Leistung und Zeit. Beträgt die Leistung P = 1500 W = 1.5 kW und wird diese
während der Zeitdauer Δt = 24 h bezogen, so ist die verbrauchte Energie W = P·Δt = 1.5 kW·24 h
= 36 kWh. Schwieriger wird jedoch die Berechnung, wenn die Leistung während des betrachteten
Zeitintervalls nicht konstant ist. Dieselbe Schwierigkeit taucht bei den andern oben erwähnten
Beispielen auf, wenn die Kraft, die Breite resp. die Geschwindigkeit nicht konstant ist. Um
die gesuchte Grösse dennoch berechnen zu können, führen wir die Begriffe Riemann-Summe
und bestimmtes Integral ein. Die weitere mathematische Untersuchung wird zeigen, dass wir
zur Berechnung eines Integrals wiederum die Werkzeuge der Differenzialrechnung verwenden
können.


6.1 Die Riemann-Summe


6.1.1 Einführendes Beispiel, Umsatz elektrischer Energie


Wir betrachten den Umsatz (Verbrauch) elektrischer Energie eines Einfamilienhauses.
Wie schon in der Einleitung erwähnt, berechnet sich die elektrische Energie W durch die Be-
ziehung W = P · Δt, wobei P die Leistung und Δt die Zeitdauer, während der diese Leistung
bezogen wurde, bedeuten. Die Leistung wird dabei in der Einheit W (Watt) oder kW (Kilowatt)
gemessen, die Zeit in der Einheit s (Sekunden) oder h (Stunden). Entsprechend erhält man für
die Energie die Einheiten Ws (Wattsekunden) oder kWh (Kilowattstunden). Elektrizitätswerke
berechnen den Verbrauch in kWh, in der Physik wird eher mit Ws gerechnet.
(Bemerkung: 1 Ws = 1 J (Joule).)


Unser Einfamilienhaus beziehe während eines Tages elektrische Energie, wobei die Leistung in
Abhängigkeit von der Zeit in der Abbildung 6.1 angegeben ist.
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Abbildung 6.1: Elektrische Leistung welche während eines Tages bezogen wird


Berechnung der während dieses Tages bezogenen Energie


Weil die Leistung nicht konstant ist, können wir nicht einfach Energie = Leistung mal Zeit
rechnen. Wir werden deshalb ein Näherungsverfahren entwickeln, welches wir in der Folge
immer mehr verfeinern. Diese sukzessiven Verfeinerungen führen dann im Grenzwert zum
exakten Resultat.


Vorgehensweise: Wir approximieren die Funktion P(t) in einzelnen kleinen Zeitabschnitten
jeweils durch eine konstante Funktion und erhalten so eine stückweise konstante Funktion P(t).
Wir berechnen dann in jedem Zeitabschnitt (Teilintervall) die verbrauchte Energie näherungs-
weise mit Hilfe dieser Approximation P(t) und summieren anschliessend diese Teilenergien auf
(vgl. Abbildung 6.2).


Die Näherungsfunktion P für die Leistung P ist wie folgt definiert:


P(t) =


⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩


P1 = 0.5 ; 0 � t < 5


P2 = 1.5 ; 5 � t < 10


P3 = 2.0 ; 10 � t < 14


P4 = 1.25 ; 14 � t < 18


P5 = 1.5 ; 18 � t < 24


Wie erhalten für die verbrauchte Energie:
W = P1 · Δt1 + P2 · Δt2 + P3 · Δt3 + P4 · Δt4 + P5 · Δt5


= (0.5 · 5 + 1.5 · 5 + 2 · 4 + 1.25 · 4 + 1.5 · 6) kWh = 32 kWh.


Mit Hilfe besserer Approximationen der Leistungsfunktion können wir genauere Resultate für
die Energie berechnen.
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Abbildung 6.2: Stückweise konstante Näherungsfunktion für die Leistung


Zusammenfassung des Näherungsverfahrens


1. Wir approximieren die Leistungsfunktion durch eine Treppenfunktion, d.h. durch eine
stückweise konstante Funktion.


2. Wir berechnen einen Näherungswert für die Energie durch Summation der Teilenergien.


3. Wir verbessern den Näherungswert, indem wir die Approximation verfeinern, d. h. die
Anzahl der Teilintervalle erhöhen.


Konstruktion der Funktion, welche den Energieverbrauch darstellt


Wir konstruieren die Funktion, welche den Energieverbrauch als Funktion der Zeit darstellt, aus-
gehend von der Treppenfunktion, welche wir als Approximation der realen Leistungsfunktion
verwenden.


1. Im ersten Intervall, nämlich von t0 = 0 h bis t1 = 5 h, beträgt die Leistung P1 = 0.5 kW,
also die Energie W(t) = P1 · t = 0.5 · t; 0 � t � 5. Dies ist eine lineare Funktion; nach 5
Stunden beträgt die verbrauchte Energie W1 = 0.5 · 5 kWh = 2.5 kWh.


2. Im zweiten Intervall von t1 = 5 h bis t2 = 10 h beträgt die Leistung P2 = 1.5 kW. Die
in diesem Intervall verbrauchte Energie ist aber jetzt zu den schon verbrauchten 2.5 kWh
aus dem ersten Intervall zu addieren. Wir erhalten demnach: W(t) = P2 · (t − t1) + W1 =


1.5 · (t − 5) + 2.5; 5 � t � 10. Dies ist eine lineare Funktion mit der Steigung P2 = 1.5.


3. Setzen wir das Verfahren entsprechend fort, so erhalten wir schlussendlich eine stückweise
lineare Funktion (Abbildung 6.3).
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Abbildung 6.3: Aufsummierter Energieverbrauch während eines Tages


Eine sehr wichtige Einsicht formulieren wir bereits an dieser Stelle:


Die Steigung der Funktion W(t), also die Ableitung W′(t), ist in jedem Teilintervall gleich
der Leistung, also W′(t) = P(t).


6.1.2 Systematisierung des Vorgehens: Die Riemann-Summe


Im folgenden Abschnitt systematisieren wir das Vorgehen in einer Art und Weise, welche uns
eine beliebige Verfeinerung erlaubt und andererseits auch eine Abschätzung der Güte der Ap-
proximationen ermöglicht. Gegeben sei eine Funktion f in einem Intervall [a; b], Abb. 6.4 1


a b
t


y = f(t)


Abbildung 6.4: Funktion f im Intervall [a; b]


1Informationen zur verwendeten Funktion f findet man in Aufgabe 1
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Wir unterteilen das Intervall [a; b] in n gleiche Teile I1, I2, · · · , In der Länge Δt = b−a
n


und
wählen in jedem Teilintervall Ik, k = 1, 2, · · · , n einen Wert tk. Dabei kann jedes tk irgendwo
im entsprechenden Teilintervall Ik gewählt werden. Zur Illustration wurden n = 4 Teile gewählt.


⊕ ⊕ ⊕ ⊕


t1 t2 t3 t4
a b


t


y = f(t)


Abbildung 6.5: Unterteilung des Intervalls [a; b] in n = 4 Teile


Wir ersetzen, oder anders gesagt, approximieren, die Funktion f durch eine Treppenfunktion f,
welche stückweise konstant ist und für die in jedem Teilintervall gilt: f(tk) = f(tk).
Schliesslich bilden wir die Summe


A =


n∑
k=1


f(tk) · Δt =


n∑
k=1


f(tk) · Δt.


⊕ ⊕ ⊕ ⊕


t1 t2 t3 t4
a b


t


y = f(t) und y = f(t)


Abbildung 6.6: Riemann-Summe von f über [a; b]


Definition : DieSumme A =


n∑∑∑
k=1


f(tk) · Δt heisst


Riemann-Summe der Funktion f über dem Intervall [a; b].


Bemerkung: Es ist nicht notwendig, dass alle Teilintervalle dieselbe Länge aufweisen, im ein-
führenden Beispiel 6.1.1. war dies auch nicht der Fall. Gleiche Länge der Teilintervalle erleichtert
jedoch in vielen Fällen ein systematisches Vorgehen, so dass wir in der Folge davon ausgehen
werden.
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Interpretation der Riemann-Summe


• Ist f(t) die elektrische Leistung zur Zeit t, dann ergibt die Riemann-Summe einen Nähe-
rungswert für die verbrauchte Energie zwischen den Zeitpunkten t1 = a und t2 = b (vgl.
6.1.1).


• Ist f(t) � 0; a � t � b, dann gibt die Riemann-Summe einen Näherungswert für den
Flächeninhalt des Flächenstücks zwischen Kurve, t-Achse und den Parallelen zur y-Achse
durch t = a und t = b.


y


a b
t


y = f(t)


Abbildung 6.7: Fläche zwischen Kurve und t-Achse


6.1.3 Riemann-Obersumme und Riemann-Untersumme


Wie schon erwähnt, sind wir bei der Wahl des t-Wertes in den einzelnen Teilintervallen frei.
Wählen wir nun in jedem Teilintervall diesen t-Wert so, dass der Funktionswert dort jeweils
maximal wird, dann erhalten wir die Riemann-Obersumme. Bei derselben Intervallteilung kann
dann keine andere Riemann-Summe grösser werden.


a b
t


Abbildung 6.8: Riemann-Obersumme von f über [a; b]


Wählen wir dagegen den t-Wert in jedem Teilintervall so, dass dort der Funktionswert minimal
wird, dann erhalten wir die Riemann-Untersumme. Bei derselben Intervallteilung kann keine
Riemann-Summe kleiner werden.


Jede andere Riemann-Summe kann dann auch Riemann-Zwischensumme genannt werden.
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a b
t


Abbildung 6.9: Riemann-Untersumme von f über [a; b]


Definition:
Es sei Mk das Maximum und mk das Minimum der Funktion f im k-ten Intervall, k = 1, 2, · · ·n
und Δt = b−a


n
die gleichbleibende Streifenbreite, dann ist


Sn =


n∑
k=1


Mk · Δt die Riemann-Obersumme und


sn =


n∑
k=1


mk · Δt die Riemann-Untersumme


für die entsprechende Intervallteilung.
Es gilt:


sn �
n∑


k=1


f(tk) · Δt � Sn.


6.2 Das Integral


6.2.1 Das bestimmte Integral


Wenn wir nun die Intervallteilung immer weiter verfeinern, dann wird bei den meisten Funktio-
nen, die wir untersuchen, die Differenz zwischen Ober- und Untersumme beliebig klein werden.
Mit andern Worten: Lassen wir die Anzahl n der Teilintervalle gegen unendlich streben, dann
nähern sich Ober- und Untersumme demselben Grenzwert. Dieser Grenzwert heisst dann das
bestimmte Integral der Funktion f über dem Intervall [a; b]. Wir formulieren dies mit der
folgenden


Definition:
Eine Funktion f heisst integrierbar über [a; b], wenn limn→∞ Sn = limn→∞ sn.
Der gemeinsame Grenzwert heisst das bestimmte Integral der Funktion f über dem Intervall [a; b].


Man schreibt dies in der Form
b∫
a


f(t)dt.


Da die Zwischensumme immer zwischen der Unter- und der Obersumme liegt, können wir die
Definition des bestimmten Integrals auch so formulieren:
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Definition:
Ist f integrierbar über [a; b] dann gilt für das bestimmte Integral von f über dem Intervall [a; b]:


b∫
a


f(t)dt := lim
n→∞


n∑
k=1


f(tk)Δt = lim
Δt→0


n∑
k=1


f(tk)Δt .


Das bestimmte Integral ist also der Grenzwert der Folge der Riemann-Summen für n → ∞ oder,
was gleichbedeutend ist, für Δt → 0. Das Integralzeichen


∫
ist ein stilisiertes S, es soll damit


die Herkunft von einer Summe angedeutet werden. Bestimmte Integrale können beispielsweise
verwendet werden, um den Verbrauch elektrischer Energie, den zurückgelegten Weg oder die
verrichtete Arbeit zu berechnen, um nur einige Anwendungen zu erwähnen.


6.2.2 Geometrische Interpretation des bestimmten Integrals


Wir haben schon im Abschnitt 6.1.2. gesehen, dass die Riemann-Summe einen Näherungswert
für den Flächeninhalt der Fläche zwischen Kurve und Abszissenachse im Intervall [a; b] er-
gibt, falls die Funktionswerte dort nicht negativ sind. Sind nun auch negative Funktionswerte
zugelassen, dann ist in der Riemann-Summe jeder Summand negativ, bei dem der gewählte
Funktionswert negativ ist. Folglich werden die Flächenstücke unterhalb der Abszissenachse ne-
gativ gezählt. Das bestimmte Integral ergibt also die Flächeninhaltsbilanz der Flächenstücke von
a bis b zwischen Kurve und Abszissenachse, wobei die über der Achse liegenden Stücke positiv,
die darunter liegenden negativ gezählt werden.


a


b
t


-


+


-


+
y = f(t)


Abbildung 6.10:
b∫
a


f(t)dt: Flächeninhaltsbilanz zwischen Kurve und t-Achse
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6.3. Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung


6.2.3 Eigenschaften des bestimmten Integrals


Vertauschen der Integrationsgrenzen


Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, dass a < b ist. Diese Voraussetzung ist jedoch nicht notwendig.
Wenn a > b ist, dann wird Δt = b−a


n
negativ und in der Riemann-Summe werden deshalb


die Summanden f(tk) · Δt mit positivem Funktionswert (f(tk) > 0) negativ gezählt und die
Summanden mit negativem Funktionswert entsprechend positiv, d.h. es werden einfach die
Vorzeichen umgekehrt. Folglich gilt die Formel


a∫
b


f(t)dt = −


b∫
a


f(t)dt.


Weitere Eigenschaften des bestimmten Integrals


Wir stellen hier die wichtigsten weiteren Eigenschaften des bestimmten Integrals zusammen.
Sie sind anschaulich klar und es ist leicht zu zeigen, dass sie für die entsprechenden Riemann-
Summen gelten (Übungsaufgabe!). Mit dem Hauptsatz aus dem nächsten Abschnitt ist ein ein-
facher Beweis möglich.


1.
b∫
a


k · f(t)dt = k ·
b∫
a


f(t)dt


2.
b∫
a


(f(t) + g(t))dt =
b∫
a


f(t)dt +
b∫
a


g(t)dt


3.
b∫
a


(f(t) − g(t))dt =
b∫
a


f(t)dt −
b∫
a


g(t)dt


4.
b∫
a


f(t)dt +
c∫
b


f(t)dt =
c∫
a


f(t)dt


6.3 Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung


In diesem Abschnitt werden wir zeigen, wie man bestimmte Integrale für viele Funktionen ex-
akt ohne Riemannsummen berechnen kann. Dazu brauchen wir den Hauptsatz der Differenzial-
und Integralrechnung. Es wird gezeigt, dass die Berechnung eines bestimmten Integrals äqui-
valent ist zur Lösung eines Anfangswertproblems. Da dieses Anfangswertproblem in vielen
Fällen exakt gelöst werden kann, ergibt sich dann ein exakter Wert für das bestimmte Integral.
Der Zusammenhang zwischen dem bestimmten Integral und der Lösung des entsprecheneden
Anfangswertproblems führt auf den Hauptsatz. Vorgängig muss der Begriff der Stammfunktion
eingeführt werden.
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6.3.1 Stammfunktion und unbestimmtes Integral


Definition:
Unter einer Stammfunktion einer gegebenen Funktion f versteht man jede differenzierbare Funk-
tion F mit der Eigenschaft F′ = f.


Beispiel:
Die Funktion f sei gegeben durch


f(x) = x2 − 2x + 5.


Eine Stammfunktion von f ist etwa gegeben durch


F(x) =
x3


3
− x2 + 5x,


wie man durch Ableiten leicht nachprüfen kann.


Statt des obigen Funktionsterms x3


3
− x2 + 5x könnte man jedoch auch andere Funktionster-


me angeben, beispielsweise
x3


3
− x2 + 5x + 7 oder


x3


3
− x2 + 5x − 23 oder


x3


3
− x2 + 5x +


3
√


2 etc.


Zu einer gegebenen Funktion f gibt es also unendlich viele Stammfunktionen, diese unterschei-
den sich aber nur durch eine Konstante. Die Menge aller Stammfunktionen einer gegebenen
Funktion F ist eine Schar von Funktionen FC, in unserem Beispiel


FC(x) =
x3


3
− x2 + 5x + C; C ∈R.


Definition:
Sei f eine Funktion. Unter dem unbestimmten Integral von f versteht man die Menge aller Stamm-
funktionen von f. Man schreibt dafür


∫
f(x)dx.


Ist der Definitionsbereich der Funktion f zusammenhängend, dann gilt


∫
f(x)dx = F(x) + C; C ∈R ,


wobei F irgend eine Stammfunktion von f ist.


Bemerkung: Wenn der Definitionsbereich von f nicht zusammenhängend ist, kann die Kon-
stante C in verschiedenen Teilintervallen verschiedene Werte aufweisen.
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Integrationsregeln


1. Einige wichtige unbestimmte Integrale:∫
xndx =


xn+1


n + 1
+ C; n �= −1∫


1


x
dx = ln(x) + C; x > 0∫


1


x
dx = ln |x| + C; x �= 0∫


exdx = ex + C


2. Zwei wichtige Regeln: ∫
k · f(x)dx = k ·


∫
f(x)dx; k �= 0∫


(f(x) + g(x))dx =


∫
f(x)dx +


∫
g(x)dx


Der Beweis der beiden Regeln folgt aus den Ableitungsregeln (k·f) ′ = k·f ′ und (f+g)′ = f ′+g ′.


6.3.2 Der Hauptstatz der Differenzial- und Integralrechnung


Mit Hilfe des Hauptsatzes der Differenzial- und Integralrechnung lassen sich bestimmte Inte-
grale in vielen Fällen einfach und exakt berechnen.


Für die Herleitung zeigen wir:
Erstens: Die Lösung des Anfangswertproblems y′(x) = f(x); y(a) = 0 ergibt einen Wert y(b)


welcher mit dem Wert des bestimmten Integrals
b∫
a


f(x)dx übereinstimmt.


Zweitens: Die Lösung dieses Anfangswertproblems kann mit Hilfe einer Stammfunktion F von
f angegeben werden und deshalb ist dies auch für das bestimmte Integral möglich.


Der Herleitung sieht im Einzelnen wie folgt aus:


1. Wir bestimmen y(b) aus dem Anfangswertproblem y′(x) = f(x); y(a) = 0 mit Hilfe der
Euler-Methode. Dazu unterteilen wir das Intervall [a; b] in n Teilintervalle der Länge
Δx = b−a


n
und wenden die Euler-Methode mit der Schrittweite Δx an.


x y(x) y′ = f(x)


x1 = a 0 (Anfangsbedingung) f(x1)


x2 = a + Δx f(x1)Δx f(x2)


x3 = a + 2Δx f(x1)Δx + f(x2)Δx f(x3)


...
...


...


xn+1 = a + nΔx = b
n∑


k=1


f(xk)Δx
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Das gefundene Resultat y(b) ≈
n∑


k=1


f(xk)Δx ist aber dasselbe wie eine Riemann-Summe


der Funktion f über dem Intervall [a; b]! Den exakten Wert für y(b) erhält man für n → ∞
resp. Δx → 0, also ist


y(b) = lim
Δx→0


n∑
k=1


f(xk)Δx =


b∫
a


f(x)dx (6.1)


2. Wir lösen das Anfangswertproblem y′(x) = f(x); y(a) = 0 direkt mit Hilfe einer Stamm-
funktion.


a) Die Differenzialgleichung y ′(x) = f(x)


Die Lösung dieser Differenzialgleichung liegt auf der Hand, es handelt sich um die
Menge aller Stammfunktionen von f, also :


y(x) = F(x) + C =


∫
f(x)dx;


F ist irgend eine Stammfunktion von f.


b) Das Anfangswertproblem y ′(x) = f(x); y(a) = 0


Es ist y(x) = F(x) + C und aus der Anfangsbedingung
y(a) = F(a) + C = 0 folgt C = −F(a).
Also hat das gegebene Anfangswertproblem die Lösung


y(x) = F(x) − F(a).


Insbesondere ergibt sich für x = b der


Hilfssatz:
Gegeben ist das Anfangswertproblem y ′(x) = f(x); y(a) = 0, dann ist


y(b) = F(b) − F(a) (6.2)


DER HAUPTSATZ DER DIFFERENZIAL- UND INTEGRALRECHNUNG


Vergleichen wir die obigen Resultate (6.1) und (6.2) miteinander, dann ergibt sich daraus un-
mittelbar der Hauptsatz:


b∫
a


f(x)dx = F(b) − F(a) (6.3)


Kennen wir von einer Funktion f eine Stammfunktion F, dann lässt sich das bestimmte Integral
b∫
a


f(x)dx mit Hilfe dieser Stammfunktion ohne den Umweg über Riemann-Summen einfach und


exakt berechnen. Für die Praxis empfiehlt sich folgende Schreibweise:


b∫
a


f(x)dx = [F(x)]ba .
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Dabei bedeutet der letzte Ausdruck natürlich [F(x)]
b
a = F(b) − F(a).


Beispiele:


1.
3∫
1


x2dx =
[


x3


3


]3
1


= 33


3
− 13


3
= 26


3


2.
2∫


−1


(x3 − 2)dx =
[


x4


4
− 2x


]2
−1


=
(


24


4
− 4


)
−
(


(−1)4


4
− (−2)


)
= −9


4


6.4 Anwendungen des bestimmten Integrals


6.4.1 Fläche zwischen zwei Graphen


Es soll der Flächeninhalt des Flächenstücks zwischen den Graphen von f und g im Intervall
[a; b] berechnet werden, wobei wir voraussetzen, dass im betrachteten Intervall g(x) � f(x) gilt.


a b
x


y = f(x)


y = g(x)


Abbildung 6.11: Inhalt eines Flächenstücks zwischen zwei Graphen


Um die Berechnung zu vereinfachen, verschieben wir die beiden Kurven in Richtung der y-
Achse um k, wobei wir k so gross wählen, dass dann beide verschobenen Kurven im betrachteten
Intervall oberhalb der x-Achse verlaufen.


a b


y = f(x) + k


y = g(x) + k


Abbildung 6.12: Inhalt eines Flächenstücks zwischen zwei Graphen


Es ist nun sofort ersichtlich, dass der gesuchte Flächeninhalt gleich der Differenz der Inhalte
der Flächen A1 und A2 ist, wobei A1 die Fläche zwischen der Kurve von y = f(x) + k und der
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x-Achse im Intervall [a; b] und A2 die Fläche zwischen der Kurve von y = g(x) + k und der
x-Achse im selben Intervall ist.
Wir erhalten:


A =


∫b


a


(f(x) + k)dx −


∫b


a


(g(x) + k)dx


=


∫b


a


f(x)dx +


∫b


a


kdx −


(∫b


a


g(x)dx +


∫b


a


kdx


)


=


∫b


a


f(x)dx −


∫b


a


g(x)dx


=


∫b


a


(f(x) − g(x))dx.


Die Konstante k spielt offensichtlich keine Rolle und es kommt nur auf die Differenzfunktion
f − g an. Wir formulieren das Ergebnis als


Satz:
Sind f und g in einem Intervall [a; b] stetige Funktionen und gilt
f(x) � g(x) für x ∈ [a; b], dann gilt für den Inhalt A der Fläche zwischen den Graphen von f


und g über dem Intervall [a; b]:


A =


∫b


a


(f(x) − g(x))dx.


6.4.2 Mittelwert einer Funktion


Sind n Zahlen a1, a2, · · · , an gegeben, dann ist der Mittelwert (genauer: das arithmetische
Mittel) definiert durch


a =
1


n
(a1 + a2 + · · · + an).


Die Bildung des Mittelwerts wird nun auf Funktionswerte f(x) einer auf einem Intervall [a; b]


definierten Funktion übertragen. Um eine Näherung des Mittelwertes zu erhalten, teilen wir das
Intervall [a; b] in n gleich lange Teilintervalle der Länge Δx = b−a


n
ein. Aus jedem Teilintervall


wird eine Stelle ausgewählt, man erhält so n zugehörige Funktionswerte
f(x1), f(x2), · · · , f(xn). Wir bilden nun den Mittelwert f dieser Funktionswerte:


f =
1


n
(f(x1) + f(x2) + · · · + f(xn)).


Da Δx =
b − a


n
, ist 1


n
=


Δx


b − a
, also ist


f =
Δx


b − a
(f(x1) + f(x2) + · · · + f(xn))


=
1


b − a
(f(x1)Δx + f(x2)Δx + · · · + f(xn)Δx)


=
1


b − a


n∑
i=1


f(xi)Δx.


Für n → ∞ resp. Δx → 0 erhalten wir f = 1
b−a


∫b


a
f(x)dx.
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Definition:
Ist f eine auf einem Intervall [a; b] stetige Funktion, dann heisst


f =
1


b − a


∫b


a


f(x)dx


der Mittelwert der Funktionswerte von f auf [a; b].


6.4.3 Volumen eines Rotationskörpers


Rotiert man ein Flächenstück um eine Achse, so entsteht, abgesehen von Sonderfällen, ein so-
genannter Rotationskörper. Rotiert man insbesondere das Flächenstück zwischen dem Graphen
einer Funktion f und der x-Achse zwischen x = a und x = b (a < b) um die x-Achse, dann
können wir das Volumen des entstehenden Körpers mit Hilfe der Integralrechnung berechnen.


a b
x


y = f(x)


a b
x


Abbildung 6.13: Rotationskörper


Zur Berechnung des Volumens unterteilen wir das Intervall [a; b] wieder in n gleiche Teile
der Länge Δx = b−a


n
und wählen in jedem Teilintervall einen x-Wert. In der nachstehenden


Abbildung 6.14 ist das i-te Teilintervall gezeichnet.


Rotiert man den dort gezeichneten rechteckigen Streifen der Breite Δx und der Höhe f(xi) um
die x-Achse, erhält man eine Zylinderscheibe mit dem Volumen Vi = π · f2(xi) · Δx. Summiert
man über alle n Teilintervalle diese Volumina auf, dann erhält man einen Näherungswert für
das gesuchte Volumen


V ≈ V1 + V2 + · · · + Vn =


n∑
i=1


Vi =


n∑
i=1


πf2(xi)Δx = π


n∑
i=1


f2(xi)Δx.
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a b
x


y = f(x)


xi


Δx


Abbildung 6.14: Volumenelement durch Rotation eines Streifens


Um den genauen Wert zu erhalten, machen wir wiederum den Grenzübergang für n → ∞
respektive Δx → 0, wobei die Summe zum bestimmten Integral wird, also


V = lim
n→∞ π


n∑
i=1


f2(xi)Δx = π


∫b


a


f2(x)dx.


Satz:
Gegeben ist eine auf einem Intervall [a; b] stetige Funktion. Rotiert man die Fläche zwischen
dem Graphen von f, der x-Achse und den Geraden x = a und x = b um die x-Achse, dann
entsteht ein Rotationskörper, mit dem Volumen


V = π


∫b


a


f2(x)dx .


Bemerkung: Statt dünne Zylinderscheiben können in vielen Fällen auch andere geeignete Volu-
menelemente aufsummiert resp. aufintegriert werden, z. B. dünnwandige ineinandergeschach-
telte Hohlzylinder (vgl.Aufgaben 26 und 27).
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6.5 Aufgaben zu Kapitel 6


Aufgaben zu 6.1


1. Gegeben ist die Funktion P(t), welche die elektrische Leistung über einen gewissen Zeit-
raum darstellt. Die Aufgabe entspricht dem einführenden Beispiel in 6.1 mit dem Unter-
schied, dass die Leistung auch negativ sein kann. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn
ein Einfamilienhaus mit Solarzellen ausgerüstet ist. Dadurch wird ein Teil der benötigten
Leistung selbst produziert. Produzieren die Solarzellen mehr, als benötigt wird, wird die
überschüssige Leistung ans Netz abgegeben. P(t) < 0 bedeutet also, dass Leistung ans
Netz abgegeben wird. Die ins Netz eingespiesene Energie wird zurückvergütet.


Bestimmen Sie die Energie, die bezahlt werden muss im Zeitintervall [1; 11] unter Ver-
wendung eines Zeitschritts von Δt = 2 und konstruieren Sie die Funktion, welche die
verbrauchte Energie darstellt. Verwenden Sie in jedem Teilintervall immer den linkssei-
tigen Funktionswert als Näherungswert für die Leistung. (Dies ist zwar keine sehr gute
Approximation, wenn wir jedoch immer mehr Unterteilungen machen, spielt es immer
weniger eine Rolle, wo man in den Teilintervallen den Funktionswert für die Näherung
nimmt.)


0


1


2


3


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11


t


P


2. In den Abschnitten 6.1.2 und 6.1.3 wurde bei den Abbildungen 6.4 bis 6.9 immer die
Funktion f(t) = e0.2t(1+e−(t−4)2


) verwendet. Weiterhin ist bei diesen Abbildungen a = 1


und b = 9. Berechnen Sie nun


a) Die Riemann-Summe aus Abbildung 6.6 wobei t1 = 2.6, t2 = 3.7, t3 = 6.2, t4 = 8


b) Die Riemann-Obersumme (Abb. 6.8) und die Riemann-Untersumme (Abb. 6.9)


3. Ein Wagen bremst innerhalb von 5 Sekunden bis zum Stillstand ab. Während des Brems-
vorgangs werden die folgenden Geschwindigkeiten gemessen:


Zeit seit Bremsbeginn in s 0 1 2 3 4 5


Geschwindigkeit in m/s 30 20 13 8 3 0
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Skizzieren Sie in einem Diagramm den Geschwindigkeits-Zeit-Verlauf (v-t-Diagramm) und
berechnen Sie mit Hilfe von Riemann-Summen eine obere und eine untere Grenze für den
Schätzwert des Bremswegs.


4. Mit der Ankerwinde eines grossen Schiffes wird ein Anker aufgezogen. Zum Zeitpunkt,
als der Anker aus dem Wasser kommt, hängt er noch an 10 m Kette. Der Anker hat eine
Masse von 800 kg, die Kette wiegt 60 kg pro Meter Länge. Ziel dieser Aufgabe ist die
Berechnung der Arbeit, die notwendig ist, um den Anker die restlichen 10 m hoch zu
ziehen. Mechanische Arbeit berechnet sich bekanntlich als Arbeit W = Kraft mal Weg,
die Kraft ist hier die Gewichtskraft, welche sich als F = mg berechnet (m: Masse, g:
Erdbeschleunigung, rechnen Sie mit g = 10 m/s2).


a) Wie gross ist die Masse von Anker und Kette, wenn der Anker x Meter über der
Wasseroberfläche ist ?


b) Unterteilen Sie die Höhe von 10 m in 2, dann 5 und schliesslich 10 gleiche Intervalle
und berechnen Sie die Riemann-Untersumme und die Riemann-Obersumme für die
Arbeit, sowie eine geeignete Zwischensumme.


5. Sei f eine in einem Intervall [a; b] monoton wachsende stetige Funktion. Unterteilen Sie das
Intervall [a; b] in n gleiche Teile der Länge Δx und skizzieren Sie die Riemann-Obersumme
Sn und die Riemann-Untersumme sn. Wie gross wird die Differenz Sn − sn? Weshalb
streben nun für n → ∞ Sn und sn demselben Grenzwert zu?


6. In der folgenden Aufgabe soll für die bestimmten Integrale die ersten 3 Intervalle einer
Intervallschachtelung berechnet werden, indem man Riemann Ober- und Untersumme
verwendet für eine Unterteilung des Intervalls in 10; 100; 1000 Teile.
Geben Sie einen Schätzwert für das bestimmte Integral an. Wie genau ist dieser?


a)
∫1


0
x3dx


b)
∫2


1
xxdx


c)
∫5


0
x2dx


d)
∫1.5


1
sin xdx


Aufgaben zu 6.2 und 6.3


7. Berechnen Sie nur mittels geometrischer Überlegungen:


a)
∫3


0
xdx b)


∫5


1
2dx c)


∫2


−2


√
4 − x2dx


8. Berechnen Sie von Hand und kontrollieren Sie mit CAS
a)


∫
(x2 + 3)dx b)


∫
(3
√


x + 1)dx c)
∫


0dx d)
∫
(2x5 − 3x4 + 7x)dx


e)
∫


exdx f)
∫
(2x−1 − 5ex)dx g)


∫ (
1
2x


− 1
x2


)
dx h)


∫
5x−1


x
dx


i)
∫1


0
x4dx j)


∫3


2
2x3dx k)


∫2


3
x0dx l)


∫3


2
5x−1dx


m)
∫5


1
5


x2 dx n)
∫1


0
x


7
4 dx o)


∫2


0
(x + 1)dx p)


∫4


9
(
√


x + 1)dx


9. Bestimmen Sie diejenige Stammfunktion von f(x) = x2 − 2x − 1 deren Graph durch den
Punkt P(3 | − 1) geht.
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10. Gegeben ist die Funktion f durch ihren Graphen und die folgende Wertetabelle:


x 1 3 5 7 9


f(x) 0.5 1 2 1 0.5


0


1


2


3


0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11


a = x1 x2 x3 x4 x5 b = x6


a) Berechnen Sie die Riemann-Summe im Intervall [a = 1; b = 11] mit 5 Summanden.
Nehmen Sie in jedem Teilintervall den Funktionswert am linken Endpunkt. Formu-
lieren Sie diese Riemann-Summe formal und numerisch.


b) Fassen Sie f(x) als die elektrische Leistung in kW und x als Zeit in Stunden auf. Welche
Energie wurde zwischen x1 = a = 1 und x6 = b = 11 bezogen? Konstruieren Sie die
Funktion Wa, welche die vom Zeitpunkt t = a an verbrauchte Energie darstellt.


c) Lösen Sie das Anfangswertproblem y′ = f(x), y(a) = 0 mit Hilfe der Euler-Methode
mit der Schrittweite Δx = 2. Gesucht ist y(b). Notieren Sie das Ergebnis formal und
numerisch. Konstruieren Sie dann die stückweise lineare Funktion y = Fa(x), welche
sich aus der Euler-Methode als Näherung für die Lösung des Anfangswertproblems
ergibt.


d) Vergleichen Sie die Riemann-Summe aus a) mit y(b) = Fa(b) und vergleichen Sie die
Funktionen Wa(x) und Fa(x)!


11. Berechnen Sie den Inhalt der endlichen Flächenstücke zwischen Kurve und x-Achse:
a) f(x) = 1 − x2 b) f(x) = x3 − 2x2 − x + 2


12. Berechnen Sie den Inhalt der getönten Fläche in Abb. 6.10.
Es ist f(t) = 0.1e−0.2t(t4 − 16t3 + 79t2 − 120t), a = 1 und b = 9.


13. Berechnen Sie k so, dass
∫3


1
(1.5x2 + 3x + k)dx = 14.


14. Berechnen Sie a so, dass
∫a


1
(x2 − 4x)dx = −22


3
.
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15. Für welchen Wert von a gilt:


a)
∫a


−3
x3dx = 0 b)


∫a


0
sin xdx = 0 c)


∫a


0
cos xdx = 0


d)
∫a


−a
sin xdx = 0 e)


∫a


−a
cos xdx = 0 f)


∫a


−2
x3dx < 0


16. Die Integralfunktion: Das bestimmte Integral
b∫
a


f(t)dt ist eine reelle Zahl, welche geometrisch


als Flächeninhaltsbilanz interpretiert werden kann. Lassen wir nun die obere Grenze b
variabel (wir nennen sie dann x), dann erhalten wir eine Funktion, nämlich die sogenannte


Integralfunktion A(x) =
x∫
a


f(t)dt. Man beachte, dass die unabhängige Variable dieser


Funktion x ist, die Variable t ist eine «Scheinvariable» und wird nur für die Integration
benutzt.


a) Bestimmen Sie A ′, verwenden Sie den Hauptsatz der Differenzial- und Integralrech-


nung.
a) A(x) =


∫x


0
cos(t)dt b) A(x) =


∫x


1
cos(t)dt


c) A(x) =
∫x


5
ln tdt d) A(x) =


∫x


1
ln(t3)dt


b) Weshalb hat jede Integralfunktion A(x) =
∫x


a
f(t)dt mindestens eine Nullstelle, wo


liegt sie ? Wann gibt es weitere Nullstellen ? Wie sieht eine mögliche Kurve von f


aus, so dass A genau zwei resp. unendlich viele Nullstellen hat? Geben Sie Beispiele
an.


Aufgaben zu 6.4 und verschiedene Aufgaben


17. Bestimmen Sie den Inhalt der Fläche zwischen den Graphen von f(x) = x2 − 4x und
g(x) = −x2 + 6x − 8.


18. Berechnen Sie den Flächeninhalt der getönten Fläche in Abb. 6.11.
Es ist f(x) = −0.1x2 + x + 0.5, g(x) = 0.025(x3 − 13x2 + 40x), a = 1, b = 9.


19. Der Temperaturverlauf während eines Tages verlaufe gemäss T(t) = −0.1t2 + 2t + 5, (t ist
die Zeit in Stunden, T die Temperatur in °C).


a) Wie gross ist die mittlere Tagestemperatur?


b) Wie gross ist die mittlere Temperatur zwischen 12 und 18 Uhr?


20. Gegeben ist die Funktion f : f(x) =
√


x3.


a) Berechnen Sie das Volumen des Rotationskörpers, welcher bei Drehung des Graphen
von f um die x-Achse zwischen x = 0 und x = 2 entsteht.


b) Dem in Aufgabe (a) berechneten Rotationskörper wird ein Zylinder mit gleicher Achse
einbeschrieben. Wie muss er gewählt werden, damit sein Volumen maximal wird ?


c) Dem Flächenstück, welches durch den Graphen von f, die positive x-Achse und die
Gerade mit der Gleichung x = 2 begrenzt ist, wird ein Rechteck mit achsenparallelen
Seiten einbeschrieben, so dass zwei Ecken auf der x-Achse und eine Ecke auf dem
Graphen von f liegen. Bestimmen Sie die Koordinaten der auf dem Graphen von f


liegenden Ecke so, dass das Rechteck einen maximalen Flächeninhalt hat.
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6.5. Aufgaben zu Kapitel 6


21. Gegeben ist die Funktion f : f(x) = 1
4
(x4 − 8x3 + 15x2).


a) Bestimmen Sie die Nullstellen, Extrema und Wendepunkte von f und skizzieren Sie
den Graphen von f.


b) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen von f im Punkt P(2 | f(2))


und zeigen Sie, dass sie mit dem Graphen von f ein Flächenstück begrenzt, das durch
den Punkt P in zwei inhaltsgleiche Teilstücke zerlegt wird.


c) Untersuchen Sie, ob auch die Flächenstücke, welcher der Graph von f mit der x-Achse
einschliessen, denselben Inhalt haben.


22. Zu jedem positiven reellen Wert von t sind die beiden Funktionen ft und gt gegeben:
ft(x) = 1


t
(x3 − x) und gt(x) = t(x − x2).


Für welchen Wert von t hat das von den beiden Graphen im 1. und 4. Quadranten allseitig
umschlossene Flächenstück einen minimalen Inhalt?


23. In der Abbildung 6.13 im Abschnitt 6.4. ist f(x) = 1
x


+ x
3


, ausserdem a = 0.5 und b = 9.


a) Berechnen Sie den Volumeninhalt des Rotationskörpers.


b) Man möchte diesen Rotationskörper als Bierglas verwenden. Wie gross muss die
Koordinateneinheit gewählt werden, damit der Volumeninhalt des bis oben gefüllten
Bierglases 3.5 dl beträgt?


24. Gegeben ist die Funktion f : f(x) = − 1
18


x2+4. Der Graph von f rotiere im Bereich 0 � x � 6


um die x- Achse. Dabei entsteht die Form eines links offenen liegenden Trinkglases. Einheit
= 1 cm.


a) Berechnen Sie den Flächeninhalt der Standfläche des Glases.


b) Welchen Inhalt (in dl) kann das Glas höchstens fassen?


c) Wie hoch steht die Flüssigkeit im (stehenden) Glas, wenn man 1 dl einfüllt?


25. Leiten Sie die Formeln für das Volumen eines Kegels und das Volumen einer Kugel her.


26. Der Graph der Funktion f mit der Gleichung y = f(x) = −0.01x2(x − 9) + 1 und die Ko-
ordinatenachsen begrenzen im ersten Quadranten ein Flächenstück A. Rotiert man dieses
Flächenstück um die y-Achse, dann entsteht ein Rotationskörper. Man berechne das Volu-
men dieses Rotationskörpers.
Hinweis: Man approximiere die Funktion f in üblicher Weise mit einer «Treppenfunktion».
Bei der Rotation erzeugen die einzelnen rechteckförmigen Streifen der Breite Δx Teilvolu-
mina ΔVi. Aufsummieren dieser Teilvolumina und Grenzübergang Δx → 0 führt auf ein
bestimmtes Integral.


27. Die Flächendichte (Masse pro Fläche) eines grossen kreisförmigen Ölteppichs auf einem
Ozean betrage in einem Abstand von r Meter vom Zentrum des Ölteppichs ρ = (−5 ·
10−7r2 + 50) kg/m2. Der Radius des Ölteppichs betrage R = 10’000 m.


a) Bestimmen Sie eine Riemann-Summe, um die Masse des gesamten Öls abzuschätzen,
unterteilen Sie dazu das Intervall [0; R] in n gleichlange Teilintervalle.


b) für n → ∞ wird aus der Riemann-Summe ein bestimmtes Integral, bestimmen Sie
dieses Integral und berechnen Sie es.


c) Innerhalb welchen Radius befindet sich die Hälfte des Öls ?
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7 Dynamische Systeme


7.1 Einführung


Die zeitliche Entwicklung vieler Systeme der Natur kann durch ein System von Differenzialglei-
chungen modelliert und beschrieben werden. Beispiele: Räuber-Beute-Systeme, Immunreaktio-
nen eines Organismus, Fermentation, Systeme der klassischen Mechanik wie etwa das Planeten-
system oder ein Pendel. Auch in den Sozial- und Wirtschaftswissenschaften werden zunehmend
Modelle mit Systemen von Differenzialgleichungen verwendet. Solche Systeme von Differential-
gleichungen nennt man dynamische Systeme, es handelt sich dabei durchwegs um deterministische
Prozesse. Ein Prozess heisst deterministisch, wenn sein gesamter zukünftiger Verlauf und seine
gesamte Vergangenheit eindeutig durch seinen gegenwärtigen Zustand bestimmt sind. So kann
man z.B. aus dem gegenwärtigen Zustand unseres Planetensystems sowohl zukünftige wie auch
vergangene Zustände berechnen. Wir können also ermitteln, wie die Planetenkonstellation im
Jahre 0 war und wir können auch berechnen, wie sie im Jahre 3000 sein wird. Im Kapitel 5
untersuchten wir bereits einige dynamische Systeme wie etwa Räuber-Beute-Modelle oder das
S-I-R-Modell. Ausgehend von einem Anfangszustand konnte die zeitliche Entwicklung dieser
Systeme zumindest näherungsweise berechnet werden.


In diesem Kapitel werden wir dynamische Systeme unter einer neuen Perspektive betrachten. Wir
werden Konzepte und Methoden entwickeln, welche es uns erlauben, dynamische Systeme zu
analysieren und einen Überblick über alle möglichen Systemabläufe und das Langzeitverhalten
in Abhängigkeit vom Anfangszustand zu gewinnen. Auch werden wir sehen können, wo ein
System sich in einem Gleichgewichtszustand befindet und ob eine Gleichgewichtslage anzie-
hend, abstossend oder neutral ist. Die grundlegenden Konzepte, welche insbesondere auch eine
umfassende Visualisierung dynamischer Systeme ermöglichen, sind der Phasenraum, das Rich-
tungsfeld und das Phasenporträt. Diese Konzepte entwickeln wir in den folgenden Abschnitten
anhand des aus dem Kapitel 5 schon bekannten Räuber-Beute-Modells (Lotka-Volterra-Modell,
vgl. 5.3):


B′ = a · B − c · B · R
R ′ = d · B · R − e · R,


wobei B(t) die Anzahl Kaninchen (Beutetiere) und R(t) die Anzahl Füchse (Räuber) zur Zeit
t bedeuten. Für die Parameter wählen wir dabei wie in Abschnitt 5.4 die folgenden Werte:
a = 0.1; c = 5 · 10−3; d = 4 · 10−5; e = 4 · 10−2.
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7.2 Phasenraum und Trajektorien


Wir gehen also von folgendem System von Differenzialgleichungen aus:


B′ = 0.1 · B − 5 · 10−3 · B · R
R ′ = 4 · 10−5 · B · R − 4 · 10−2 · R,


B: Anzahl Kaninchen, R: Anzahl Füchse.


Zustand: Ein Zustand des Systems ist eine «Momentaufnahme», d. h. er besteht aus einem Zah-
lenpaar (B(t) | R(t)) oder kurz (B | R).
Wir fassen jedes Zahlenpaar (B | R) als Koordinaten eines Punktes auf. Zustände lassen sich so
geometrisch darstellen.


Phasenraum: Unter dem Zustandsraum oder Phasenraum verstehen wir die Menge aller mög-
lichen Zustände. Geometrisch erhalten wir in unserem Beispiel den 1. Quadranten des B-R-
Koordinatensystems. Jedem Zustand entspricht eindeutig ein Punkt im Phasenraum und um-
gekehrt. In der Abbildung 7.1 ist ein Ausschnitt des Phasenraums und der Zustand (1600| 15)
eingezeichnet.


Abbildung 7.1: Phasenraum und Zustand (1600 | 15)


Trajektorie: In der Abbildung 7.2 findet man den Verlauf der Populationen 0.01 · B und R mit
dem Anfangszustand (1600 | 15), d. h. B(0) = 1600, R(0) = 15 im Zeitraum 0 � t � 100 darge-
stellt. (Es wurde wiederum die Kurve von 0.01 ·B anstatt von B gezeichnet, damit beide Kurven
im gleichen Ausschnitt des Koordinatensystems dargestellt werden können.)
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7.2. Phasenraum und Trajektorien


Abbildung 7.2: Räuber- und Beutepopulation als Funktion der Zeit


Die beiden Kurven gehören zusammen, zu jedem Zeitpunkt t können wir ein zugehöriges Paar
von Werten, d. h. einen Zustand des Systems (B(t) | R(t)), ablesen. Wenn wir nun die beiden
Kurven abtasten, indem wir z. B. nacheinander zu den t-Werten 0, 2, 4, . . . die zugehörigen
Zustände (B(t) | R(t)) ablesen und im Phasenraum einzeichnen, dann erhalten wir Punkte einer
Trajektorie. In der Abbildung 7.3 ist diese punktweise gezeichnete Trajektorie im Phasenraum
dargestellt, sowie der Anfangszustand zur Zeit t = 0: (R = 1600 | B = 15) und die Zustände zu
den Zeiten t = 20: (R ≈ 1500 | B ≈ 27) und t = 30: (R ≈ 1000 | B ≈ 30). Man vergleiche mit den
Kurven in Abbildung 7.2


Abbildung 7.3: Trajektorie, punktweise gezeichnet


Werden nicht nur die Zustände zu bestimmten Zeitwerten eingezeichnet, sondern auch zu allen
Zwischenwerten, dann erscheint die Trajektorie als zusammenhängende Kurve.


©Texas Instruments 2010 99







Kapitel 7. Dynamische Systeme


7.3 Das Richtungsfeld und das Vektorfeld


Ausgangspunkt ist wieder dasselbe Räuber-Beute-System wie im vorangehenden Abschnitt:


B′ = 0.1 · B − 5 · 10−3 · B · R
R ′ = 4 · 10−5 · B · R − 4 · 10−2 · R.


Wir betrachten nun einen beliebig ausgewählten Punkt P(B | R) des Phasenraums, was einem
bestimmten Zustand des Systems entspricht. Wie wird sich das System ausgehend von diesem
Zustand aus weiterentwickeln? Die Differenzialgleichungen geben uns hier die Antwort, weil sie
die Änderungsraten der beiden Grössen B und R zu berechnen erlauben. Beispiel: Sei B = 1600


und R = 15. Wir erhalten B′ = 40 und R ′ = 0.36. Für ein genügend kleines Zeitintervall Δt


gilt nun ΔB ≈ B′ · Δt und ΔR ≈ R ′ · Δt. Nach der Zeit Δt befindet sich dann also das System
ungefähr im Punkt Q(B + ΔB | R + ΔR). Genauer ausgedrückt: Der Vektor


�v = �PQ =


⎛
⎝ B ′ · Δt


R ′ · Δt


⎞
⎠


gibt im Phasenraum die Richtung an, in welcher sich das System vom Zustand P(B | R) aus
entwickelt. Die Länge resp. der Betrag des Vektors�v ist ein Mass für die Geschwindigkeit, mit der
dies geschieht. In der Abbildung 7.4 ist der Richtungsvektor im Punkt (1600 | 15) eingezeichnet.


Der Richtungsvektor in einem Punkt mit den Koordinaten (B | R) gibt zugleich die Richtung der
Trajektorie in diesem Punkt an, ist also dort tangential zur Trajektorie (Abbildung 7.4).


Abbildung 7.4: Der Richtungsvektor ist tangential zur Trajektorie


Wird nun jedem Punkt P(B | R) des Phasenraums der entsprechende Vektor �v =


⎛
⎝ B ′ · Δt


R ′ · Δt


⎞
⎠


zugeordnet, dann erhält man das Vektorfeld. Betrachtet man nur die Richtung der Vektoren,
dann spricht man vom Richtungsfeld (direction field). Mit dem TI-Nspire™-Dokument «Dyn-
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7.3. Das Richtungsfeld und das Vektorfeld


System-2D» resp. «Dyn-System-2D-en» (in englischer Sprache) 1 kann das Richtungsfeld darge-
stellt werden.


Abbildung 7.5: Richtungsfeld


Bemerkung: Bei der Darstellung in Abbildung 7.5 bezieht sich die Richtung der Pfeile stets auf
ihren Anfangspunkt.


Zusammenfassung, Phasenportät
Wir betrachten hier dynamische Systeme mit zwei Grössen, eine Erweiterung auf drei und mehr
Grössen ist jedoch durchaus möglich.
In unserem Beispiel betrachten wir die zwei die Grössen B = B(t): Anzahl Beutetiere und
R = R(t): Anzahl Raubtiere.


• Um das dynamisches System zu studieren, errichten wir den Phasenraum, in unserem
Beispiel ist das die B − R − Ebene.


• Jedem Punkt P(B | R) des Phasenraums entspricht genau ein Zustand des Systems und
umgekehrt.


• Jedem Punkt P(B | R) des Phasenraums wird eindeutig ein Vektor �v =


⎛
⎝ B ′ · Δt


R ′ · Δt


⎞
⎠ zu-


geordnet. Diese Zuordnung heisst Vektorfeld . Jeder Vektor gibt dabei die Richtung und
die Geschwindigkeit an, mit der sich das System aus einem bestimmten Zustand heraus
weiter entwickelt. Betrachtet man nur die Richtung der Vektoren, dann spricht man vom
Richtungsfeld .


• Zu jedem Paar von Anfangswerten (B0 | R0) gibt es eine Lösung des dynamischen Systems
und jeder Lösung entspricht eine Trajektorie im Phasenraum.


1Diese Dokumente findet man auf der Datenbank von Texas Instruments http://www.ti-unterrichtsmaterialien.net/
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• In jedem Punkt einer Trajektorie ist der zugeordnete Vektor des Vektorfeldes tangential zur
Trajektorie. Eine von einem bestimmten Punkte ausgehende Trajektorie ist also eine Kurve
im Phasenraum, welche überall die gleiche Richtung wie das Richtungsfeld hat.


• Die Menge aller Trajektorien heisst Phasenporträt. Um ein Phasenporträt zu visualisieren,
zeichnet man eine gewisse Anzahl Trajektorien ein. Würde man alle möglichen Trajektorien
einzeichnen, dann wäre der ganze Phasenraum schwarz gefärbt, weil durch jeden Punkt
eine Trajektorie geht.


Abbildung 7.6: Phasenporträt


Bemerkung: Rechnet man mit hoher Genauigkeit, dann erhält man bei diesem System lauter in
sich geschlossene Trajektorien, welche um ein Zentrum herum verlaufen. Daraus kann geschlos-
sen werden, dass die Populationen periodisch schwanken. Tatsächlich lässt sich zeigen, dass
dieses dynamische System streng periodisch ist, also immer wieder in seinen Anfangszustand
zurückkehrt, die Periodenlänge ist dabei von den Anfangsbedingungen abhängig. Andere dy-
namische Systeme verhalten sich jedoch anders, so wird man etwa beim Räuber-Beute-System
mit logistischem Wachstum (vgl. Aufgabe 1) keine geschlossenen Trajektorien und damit kein
streng periodisches Verhalten erhalten.


7.4 Gleichgewichtspunkte


Das Richtungsfeld und das Phasenporträt enthalten eher zuviel an detaillierter Information, so
dass die Struktur des Systems manchmal nicht sichtbar wird. Um diese oft einfache Struktur
sichtbar zu machen, betrachten wir die Gleichgewichtspunkte und die Nullklinen. Nullklinen sind
spezielle Isolklinen. Unter Isoklinen verstehen wir die Verbindungslinien von Punkten im Pha-
senraum mit gleicher Richtung der Vektoren. Unter einer Nullkline verstehen wir eine Isokline
auf der entweder B′ = 0 oder R ′ = 0 gilt. In unserem Beispiel ergeben sich je zwei Geraden:
B-Nullklinen: B′ = 0 ⇒ B = 0 oder R = 20;
R-Nullklinen: R ′ = 0 ⇒ R = 0 oder B = 1000.
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7.4. Gleichgewichtspunkte


Abbildung 7.7: Nullklinen


Die beiden Nullklinen mit den Gleichungen R = 20 und B = 1000 unterteilen nun den Pha-
senraum in vier Gebiete (Sektoren I, II, III und IV), in denen je die Richtung der Vektoren des
Richtungsfeldes nach rechts und nach unten (B ′ > 0 und R ′ < 0), nach rechts und nach oben
(B′ > 0 und R ′ > 0), nach links und nach oben (B′ < 0 und R ′ > 0) und schliesslich nach links
und nach unten (B′ < 0 und R ′ < 0) verläuft (Abbildung 7.9). Jede Trajektorie wird also um
den Schnittpunkt der beiden Nullklinen herumlaufen. Bei diesem Schnittpunkt gilt B′ = 0 und
R ′ = 0. Befindet sich das System in dem diesem Punkt entsprechenden Zustand, dann verändert
es sich nicht. Ein solcher Punkt heisst Gleichgewichtspunkt. Da alle Trajektorien in diesem System
in geschlossenen Bahnen um diesen Gleichgewichtspunkt herumlaufen, heisst dieser auch Zen-
trum.


Abbildung 7.8: Analyse des Phasenraums


Es gibt hier noch einen zweiten (trivialen) Gleichgewichstpunkt, dies ist der Ursprung (0 | 0).
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Jeder Schnittpunkt einer B-Nullkline mit einer R-Nullkline ist ein Gleichgewichtspunkt.
Wenn wir die Nullklinen und die Gleichgewichtspunkte kennen, dann kann die Grobstruktur
des Systems bereits gut sichtbar gemacht werden. Dies wird im nächsten Abschnitt genauer
erörtert.


7.5 Analyse des Phasenraums


In diesem Abschnitt betrachten wir anhand eines weiteren Beispiels die Analyse des Phasenraums
für den zweidimensionalen Fall. Diese Analyse ergibt einen ersten guten Überblick über die


Struktur des ganzen Systems und kann weitgehend ohne technische Hilfsmittel durchgeführt
werden. Für die Untersuchung weiterer Details ist dann aber ein Rechner mit den entsprechen-
den Möglichkeiten jedoch sehr hilfreich.


7.5.1 Konkurrierende Spezies, Wettbewerb


Wir betrachten zwei Spezies, z. B. zwei Nagetierarten, welche sich in einer abgeschlossenen
Umgebung befinden. Sie vernichten sich zwar nicht gegenseitig direkt, kämpfen aber um das
begrenzt vorhandene Futter. Wir nehmen an, dass jede der beiden Populationen in Abwesenheit
der andern logistisch wachsen würde. Bezeichnen wir mit x und y die Populationen der beiden
Spezies zur Zeit t, dann erhalten wir die folgenden


Differenzialgleichungen


x ′ = a1 · x ·
(
1 −


x


S1


)
y′ = a2 · y ·


(
1 −


y


S2


)
,


wobei S1 und S2 die jeweiligen Sättigungsgrenzen der beiden Populationen sind. Sind beide
Spezies vorhanden, so reduzieren sie sich gegenseitig die zur Verfügung stehende Futtermenge.
Jede Spezies nimmt der andern einen Teil der verfügbaren Ressourcen weg. Dies lässt sich wie
folgt modellieren:


Der wachstumsbegrenzende Faktor in der ersten Differenzialgleichung ist
(
1 − x


S1


)
. Dieser Fak-


tor wird umso kleiner, je grösser x ist. Bei Anwesenheit der andern Population verkleinern wir
diesen Faktor zusätzlich um b1·y


S1
. Der Parameter b1 gibt dabei an, wie stark die Individuen


der zweiten Population die Ressourcen der ersten beanspruchen. b1 = 2 würde beispielsweise
bedeuten, dass ein Individuum der zweiten Spezies die für die erste Spezies nötigen Ressourcen
doppelt so stark beansprucht wie ein Individuum der ersten Spezies; jedes zusätzliche Individu-
um der zweiten Spezies hätte dann auf den wachstumsbegrenzenden Faktor der ersten Spezies
denselben Einfluss wie zwei zusätzliche Individuen der ersten Spezies. Verfahren wir mit der
zweiten Differenzialgleichung analog, dann erhalten wir


x ′ = a1 · x ·
(


1 −
x + b1 · y


S1


)


y′ = a2 · y ·
(


1 −
y + b2 · x


S2


)
.
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Für die folgende Untersuchung setzen wir a1 = 0.01, b1 = 1, S1 = 100, a2 = 0.0075, b2 = 0.5,
S2 = 80 und betrachten damit das System von Differenzialgleichungen


x ′ = 0.01 · x ·
(


1 −
x + y


100


)


y′ = 0.0075 · y ·
(


1 −
y + 0.5 · x


80


)
.


7.5.2 Gleichgewichtspunkte und Nullklinen


Als erstes berechnen wir die Gleichgewichtspunkte. Wir erhalten Sie als Lösung des Gleichungs-
systems x ′ = 0 und y′ = 0 also aus


0.01 · x ·
(


1 −
x + y


100


)
= 0


0.0075 · y ·
(


1 −
y + 0.5 · x


80


)
= 0.


Wir erhalten die folgenden Lösungen:


G1(40 | 60), G2(100 | 0), G3(0 | 80), G4(0 | 0).


Sodann bestimmen wir aus den einzelnen Gleichungen die Nullklinen.


• x-Nullklinen: x ′ = 0 ⇒ x = 0 oder y = −x + 100


• y-Nullklinen: y′ = 0 ⇒ y = 0 oder y = −0.5x + 80


7.5.3 Aufteilung in Sektoren


Wir zeichnen nun die Nullklinen im Phasenraum, d.h. im ersten Quadranten der x-y-Ebene
ein. Es empfiehlt sich, die x- und y-Nullklinen in verschiedenen Farben zu zeichnen, jeder
Schnittpunkt von zwei verschiedenfarbigen Nullklinen ist dann ein Gleichgewichtspunkt. An-
schliessend wird in jedem Sektor das Vorzeichen von x ′ und von y′ bestimmt (dieses wechselt
innerhalb der Sektoren nicht) und die sich daraus ergebende qualitative Richtung eingezeichnet.
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Abbildung 7.9: Analyse des Phasenraums


Wir sind jetzt in der Lage, das Verhalten des Systems qualitativ vorauszusagen: Die Trajektori-
en werden sich dem Gleichgewichtspunkt G1 annähern, das System konvergiert gegen diesen
Punkt. Dieser Gleichgewichtspunkt heisst deshalb auch Attraktor oder attraktiver Gleichgewichts-
punkt. Nachstehend sind noch das Richtungsfeld und fünf Trajektorien abgebildet.


Abbildung 7.10: Richtungsfeld und fünf Trajektorien


Die Analyse des Phasenraums geschieht also in folgenden Schritten:


1. Man berechnet die Gleichgewichtspunkte.


2. Man bestimmt die Gleichungen der Nullklinen und zeichnet diese in der Phasenebene ein.


3. Die Nullklinen unterteilen die Phasenebene in Sektoren. In jedem Sektor wird die quali-
tative Richtung des Feldes bestimmt und eingezeichnet.
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7.6 Aufgaben zu Kapitel 7


1. Zeit-Graph und Trajektorie:
Gegeben sind die Zeit-Graphen von zwei Populationen y1 = 0.01 · B(t) und y2 = R(t).
Konstruieren Sie im gegebenen B-R-Phasenraum die Trajektorie.


2. Trajektorie und Zeit-Graph:
Gegeben ist im B-R-Phasenraum eine Trajektorie, die einzelnen Punkte sind in einem zeitli-
chen Abstand von Δt = 1 gezeichnet. Rekonstruieren Sie im gegebenen Koordinatensystem
die Zeitgraphen von y1 = 0.01 · B(t) und y2 = R(t).


3. Lotka-Volterra-Modell mit logistischem Wachstum der Beutetiere
Wir betrachten das folgende Modell (K : Anzahl Kaninchen, F : Anzahl Füchse):


K ′ = 0.1K(1 − K
10000


) − 5 · 10−3KF Kaninchen pro Monat


F′ = 4 · 10−5KF − 4 · 10−2F Füchse pro Monat


a) Zeichnen Sie im Phasenraum (K − F−Koordinatensystem) die Nullklinen ein und
markieren und berechnen Sie die Gleichgewichtspunkte.
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b) Die Nullklinen unterteilen den Phasenraum in verschiedene Gebiete. Zeichnen Sie
in jedem Gebiet die Richtung des Richtungsfeldes qualitativ richtig ein (z.B. wenn
K ′ > 0 und F′ < 0 mit einem Pfeil ↘).


c) Welche Aussagen können jetzt schon über den Verlauf der Trajektorien gemacht wer-
den?


d) Zeichnen Sie das Richtungsfeld (nach Möglichkeit ausdrucken).


e) Skizzieren Sie von Hand im Richtungsfeld die Trajektorie mit dem Anfangswert
K(0) = 2000 und F(0) = 20.


f) Zeichnen Sie dieselbe Trajektorie mit Hilfe des Rechners.


g) Variieren Sie die Anfangswerte. Was kann über das Langzeitverhalten des Systems
ausgesagt werden?


h) Wir untersuchen welchen Einfluss eine Bewirtschaftung (z. B. Jagd) auf Bestände hat.
Dazu erweitern wir die Differenzialgleichungen wie folgt: (Füchse und Kaninchen
werden anteilsmässig gleich stark bejagd.)


K ′ = 0.1K(1 − K
10000


) − 5 · 10−3KF − 0.02K Kaninchen pro Monat


F′ = 4 · 10−5KF − 4 · 10−2F − 0.02F Füchse pro Monat


Welchen langfristigen Einfluss hat die Bewirtschaftung auf die Bestände?


4. Wettbewerb
Wir betrachten zwei Spezies X und Y, welche in Konkurrenz zueinander stehen, weil sie
dieselben Ressourcen beanspruchen. Das Modell werde durch die folgenden Gleichungen
beschrieben:


x ′ = 0.15x(1 −
x + 2y


200
)


y′ = 0.03y(1 −
y + 1.2x


200
).


a) Weshalb beschreiben diese Gleichungen den Wettbewerb? Wie wachsen x und y,
wenn ihre Werte noch sehr klein sind? Wie wächst x, wenn keine y vorhanden sind?
Welche Sorte wächst schneller? Welche Sorte hat den grösseren (negativen) Einfluss
auf die andere?


b) Skizzieren Sie im x-y-Phasenraum die Nullklinen und in jedem Gebiet die Richtung
des Richtungsfeldes.


c) Berechnen Sie die Gleichgewichtspunkte und markieren Sie diese im Phasenraum.


d) Skizzieren Sie die Trajektorien mit den Anfangswerten (10; 10) und (150; 70).


e) Variieren Sie die Anfangsbedingungen: Können X und Y koexistieren? Ist diese Ko-
existenz stabil?


f) Je nach Anfangswert (mit einer Ausnahme) gewinnt X oder Y. Begründen Sie dies
und versuchen Sie zu bestimmen, wann X gewinnt und wann Y gewinnt.
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g) In der Ökologie wird oft das Prinzip der competitive exclusion formuliert, welches be-
sagt, dass es keinen stabilen Zustand gibt, bei dem zwei Spezies, die um denselben
Lebensraum kämpfen, nebeneinander existieren können. Eine davon wird schlussend-
lich die andere verdrängen. Drückt sich dieses Prinzip im vorliegenden Modell aus?


5. May-Modell
Diese Aufgabe bezieht sich auf das May-Modell (vgl. Aufgabe 4 aus Kapitel 5) mit den
folgenden Differenzialgleichungen:


K: Kaninchen; F: Füchse


K ′ = aK(1 − K
b
) − F cK


K+d


F′ = e F(1 − F
fK


)


Parameter: a = 0.6; b = 1000; c = 50; d = 100; e = 0.1; f = 0.02.


a) Zeichnen Sie das Richtungsfeld und die Nullklinen und bestimmen Sie die Gleichge-
wichtspunkte. Wählen Sie den Ausschnitt: 0 � K � 1000; 0 � F � 10.


b) Zeichnen Sie die Trajektorie mit dem Anfangswert (800; 8). Variieren Sie den An-
fangswert. Beobachten Sie, wie sich jede Trajektorie unabhängig vom Anfangswert
sehr rasch dem gleichen Grenzzykel nähert.


c) Variieren Sie den Parameter c, z. B.mit einem Schieberegler, und beschreiben Sie, was
Sie beobachten.


d) Es sei c = 15. Welchen Wert muss der Parameter f haben, wenn im Gleichgewichts-
punkt die Fuchspopulation möglichst hoch sein soll?


6. Ein Modell für die Entstehung dauernder Immunität bei einer Virusinfektion
In Ihrem Buch „INFECTIOUS DISEASES OF HUMANS“ (OXFORD: Oxford University
Press, 1991) stellen Roy M. Anderson und Robert M. May ein Modell vor, mit welchem
die Entstehung dauernder Immunität erklärt werden kann. Sie nennen es ein «Netzwerk
reguliertes System».
Die biologischen Grundlagen des Modells:
Bei vielen viralen Infektionen produziert der Körper auch nach der Krankheit genügend
Antikörper, so dass eine dauernde Immunität gegen eine erneute Infektion besteht. Kurz
zusammengefasst verläuft der Prozess etwa folgendermassen: Im Blutkreislauf zirkulieren
die sogenannten Lymphozyten, spezialisierte Zellen mit der Eigenschaft, spezielle eindrin-
gende Organismen zu erkennen und zu binden. Der Eindringling wird Antigen genannt
und die von den Lymphozyten produzierten Moleküle, welche den Eindringling unschäd-
lich machen, heissen Antikörper. Vor einer Infektion ist die Konzentration eines bestimm-
tem Antikörpers meist so gering, dass er nicht nachweisbar ist, aber das Auftreten des
Antigens veranlasst den Körper, grosse Mengen des entsprechenden Antikörpers zu pro-
duzieren. Wenn der Körper auch nach der Infektion imstande ist, eine hohe Konzentration
von Antikörpern zu produzieren, dann ist er immun gegen eine erneute Infektion.


Im vorliegenden Modell werden zwei Typen von Lymphozyten betrachtet, ihre Dichten als
Funktion der Zeit werden mit E1(t) resp. E2(t) bezeichnet. (Anderson und May bezeich-
nen diese Zellen als „effector cells“). Die Zellen vom Typ 2 wirken wie die Antikörper der
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betrachteten Infektion. Beide Zelltypen werden vom Knochenmark mit einer konstanten
geringen Rate Λ1 resp. Λ2 produziert und zerfallen mit einer Rate, welche proportional
zum vorhandenen Wert ist, die Proportionalitätsfaktoren seien μ1 resp. μ2 . Weiterhin wird
angenommen, dass jeder der beiden Zelltypen wie ein Antigen auf den andern wirkt, d. h.
ein Kontakt mit Zellen vom Typ 2 veranlasst die Zellen vom Typ 1 sich zu vermehren und
umgekehrt. Diese Vermehrungsreaktion ist abhängig vom Produkt der Konzentrationen
der beiden Zelltypen und hat einen Sättigungswert.


Anderson und May stellten somit folgendes System von Differentialgleichungen auf, um
das Verhalten zu der beiden Zelltypen zu modellieren:


dE1


dt
= Λ1 − μ1E1 +


a1E1E2


1 + b1E1E2


dE2


dt
= Λ2 − μ2E2 +


a2E1E2


1 + b2E1E2


Für eine erste Untersuchung verwende man folgende Werte für die Parameter:
Λ1 = Λ2 = 8, μ1 = μ2 = 1, a1 = a2 = 10−2, b1 = b2 = 10−6


a) Bestimmen Sie die Gleichgewichtspunkte


b) Die Lage der Gleichgewichtspunkte legt es nahe, eine doppelt logarithmische Skala
zu verwenden (Begründung?). Anstelle der Funktionen E1 und E2 betrachtet man die
Funktionen y1 = log(E1) und y2 = log(E2).
Formulieren Sie nun die Differenzialgleichungen y′


1 = · · · und y′
2 = · · ·


c) Zeichnen Sie das Richtungsfeld und ein Phasenporträt (für y1 und y2). Diskutieren
Sie die Art der Gleichgewichtspunkte


d) Interpretieren Sie dieses Modell. Inwiefern kann damit die Entstehung dauernder
Immunität erklärt werden?
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8 Die Ableitung der trigonometrischen
Funktionen, die harmonische
Schwingung


8.1 Die harmonische Schwingung und die Ableitung der
Sinus-Funktion


Wir betrachten einen Punkt P, der auf einem Kreis k (Zentrum Z und Radius r) mit der kon-
stanten Winkelgeschwindigkeit ω rotiert. Die Winkelgeschwindigkeit ist definiert als Winkelän-
derung pro Zeit. Zur Zeit t = 0 sei der Punkt P in der gezeichneten Lage P0, in einer beliebigen
Zeitspanne t hat dann der Vektor −→


ZP den Winkel ωt überstrichen. Den Winkel messen wir
hier im Bogenmass. Wir betrachten nun die Projektion Py des rotierenden Punktes P auf die
y-Achse gemäss Abbildung 8.1. Aus der Physik ist bekannt, dass diese Projektion bei richtiger
Wahl von ω und r völlig synchron mit einem Federpendel schwingt, d.h. die Bewegung des
Federpendels und die Bewegung der Projektion Py gehorchen demselben Gesetz. Man nennt
diese Bewegung harmonischen Schwingung. Wir werden später noch sehen, dass das Gesetz der
harmonischen Schwingung mit einer Differenzialgleichung ausgedrückt werden kann, vorläufig
werden wir es rein geometrisch aus der Projektion Py bestimmen. Für die Lage des Punktes Py


in Abhängigkeit von der Zeit gilt y(t) = r · sin(ωt).


tZ P0 0


P
Py


ωt


r


y


Zeit
T = 2π


ω


Abbildung 8.1: Projektion eines rotierenden Punktes und Weg-Zeit-Graph y(t) = r · sin(ωt)
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Die Periodenlänge T heisst Schwingungsdauer, in dieser Zeit vollführt der Vektor −→ZP eine ganze
Umdrehung. Für den dabei überstrichenen Winkel gilt daher ωT = 2π, also ist T = 2π


ω
.


Wir betrachten als nächstes die Geschwindigkeit des projizierten Punktes Py, diese ist die y-
Komponente der Geschwindigkeit des Punktes P. Der Betrag der Geschwindigkeit von P ist
konstant und es gilt


|�v| = ωr.


Begründung: In der Zeit Δt dreht sich der Vektor −→
ZP um den Winkel ω · Δt und der Punkt P


legt dabei den Weg r · ω · Δt zurück. Also ergibt sich für den Betrag seiner Geschwindigkeit
|�v| = r.ω·Δt


Δt
= r ·ω. Die Richtung des Geschwindigkeitsvektors ist tangential zur Kreisbahn und


damit senkrecht zum Vektor −→
ZP. In der Abbildung 8.2 ist zusätzlich dieser Geschwindigkeits-


vektor eingezeichnet:


Z P0 0


P


ωt


r


y


�v


vy


ωt + π
2


Abbildung 8.2: Projektion des Geschwindigkeitsvektors


Da wir nur an der y-Komponente des Vektors �v interessiert sind, tragen wir diesen vom Ur-
sprung aus ab und projizieren ihn auf die y-Achse (in der Abbildung 8.2 rechts). Es ist demnach


vy = |�v| · sin(ωt +
π


2
).


Weil |�v| = ωr und sin(ωt + π
2
) = cos(ωt), ist


vy = ωr · cos(ωt).


Nun gilt ja bekanntlich, dass die Geschwindigkeit gleich der Ableitung der Weg-Zeit-Funktion
nach der Zeit ist, also gilt, auf den Punkt Py bezogen,


vy(t) = y′(t) = ωr · cos(ωt).
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Setzen wir insbesondere ω = 1 und r = 1, dann gilt


y(t) = sin(t); vy(t) = y′(t) = cos(t).


Damit haben wir ein wichtiges Ergebnis gefunden:1


Satz:
Die Ableitung der Funktion f(x) = sin(x) ist f ′(x) = cos(x) oder kurz


(sin(x)) ′ = cos(x)


Für die Ableitung der allgemeinen Sinus-Funktion erhält man mit Hilfe der Kettenregel:


f(x) = a · sin(kx) ⇒ f ′(x) = ka · cos(kx).


8.2 Die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen


8.2.1 Die Ableitung von f(x) = cos(x)


Es gilt:


y = cos(x)


= sin(x +
π


2
)


also ist
y ′ = cos(x +


π


2
)


= − sin(x).


Also gilt:
(cos(x)) ′ = − sin(x)


8.2.2 Die Ableitung von f(x) = tan(x)


Es gilt:


f(x) = tan(x) =
sin(x)


cos(x)


mit der Quotientenregel erhält man


f ′(x) =
cos2(x) + sin2(x)


cos2(x)


=
1


cos2(x)
.


Also gilt:


(tan(x)) ′ =
1


cos2(x)
= 1 + tan2(x)


1Für die allgemeine Formulierung wird wieder die unabhängige Variable t durch x ersetzt.


©Texas Instruments 2010 113







Kapitel 8. Die Ableitung der trigonometrischen Funktionen, die harmonische Schwingung


8.2.3 Die Differenzialgleichung der harmonischen Schwingung


Wir betrachten ein Federpendel, welches um die Ruhelage 0 herum schwingt, d.h. wenn die
Feder in Ruhe ist, ist ym = 0. Wird die Feder ausgelenkt, dann gibt es nach dem Hooke’schen
Gesetz eine Rückstellkraft, welche der Auslenkung entgegengesetzt ist und zu dieser proportio-
nal ist, d.h. es gilt:
Rückstellkraft F = −k · y, wobei y = ym die Auslenkung aus der Ruhelage ist.


m


y


0


ym


Gemäss der Grundgleichung der Mechanik «Kraft = Masse × Beschleunigung» ergibt sich also,
weil die Beschleunigung y′′(t) ist:


m · y′′(t) = −k · y(t).


Dies ist die Differenzialgleichung der harmonischen Schwingung, es handelt sich hier um ei-
ne Differenzialgleichung zweiter Ordnung, weil die zweite Ableitung der gesuchten Funktion
vorkommt. Durch Einsetzen kann man zeigen, dass


y(t) = a · sin(ωt)


eine Lösung der Differenzialgleichung ist. Es gilt nämlich:


y(t) = a · sin(ωt)


y ′(t) = ωa · cos(ωt)


y′′(t) = −ω2a · sin(ωt).


Setzen wir in die Differenzialgleichung ein, ergibt sich:


−m · ω2a · sin(ωt) = −k · a · sin(ωt).
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Die Differenzialgleichung ist also offensichtlich erfüllt, wenn m · ω2 = k oder


ω =


√
k


m
.


Der Parameter ω heisst Kreisfrequenz, diese entspricht der Winkelgeschwindigkeit des rotieren-
den Vektors aus 8.1. Das Argument der Sinusfunktion in der Lösung der Differenzialgleichung
ist ωt. Wenn ωt = 2π ist, dann hat die Sinusfunktion eine ganze Periode durchlaufen. Die
dazu benötigte Zeit ist die Schwingungsdauer T . Folglich ist wieder ωT = 2π, also beträgt die
Schwingungsdauer T = 2π


ω
.


Für die Frequenz f gilt f = 1
T


= ω
2π


. Weiterhin ist a die Amplitude der Schwingung.
Da zum Zeitpunkt t = 0 die Elongation (Auslenkung) des Pendels nicht notwendigerweise 0
betragen muss, wie es bei der obigen Lösung der Fall ist, gibt es noch eine allgemeinere Lösung
wie durch Ableiten und Einsetzen leicht nachgeprüft werden kann:


Satz:
Die allgemeine Lösung der Differenzialgleichung


m · y ′′(t) = −k · y(t)


(harmonische Schwingung) ist
y(t) = a · sin(ωt + ϕ).


Der maximale Funktionswert a ist die Amplitude, ϕ heisst Phasenverschiebung.
Die Schwingungsdauer beträgt T = 2π


ω
= 2π


√
m
k


und die Frequenz ist f = 1
T


= 1
2π


√
k
m


Jede Schwingung, bei der die Rückstellkraft proportional zur Auslenkung ist, verläuft also har-
monisch, d.h. sinusförmig. Für kleine Auslenkungen ist dies zumindestens näherungsweise für
die meisten schwingenden Systeme der Fall. Die grosse Bedeutung der harmonischen Schwin-
gung liegt aber darin, dass jeder periodische Vorgang und damit insbesondere jeder Schwin-
gungsvorgang als Überlagerung, d.h. als Summe harmonischer Schwingungen dargestellt wer-
den kann (Satz von Fourier). Darauf basiert die für das Verständnis der Klangfarben wesentliche
Zerlegung der Töne in Grundton und Obertöne, welche mittels eines Frequenzspektrums darge-
stellt werden kann. Das Frequenzspektrum ist eine Darstellung der Intensität der verschiedenen
vorkommenden Oberschwingungen.
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8.3 Aufgaben zu Kapitel 8


1. Bestimmen Sie die erste Ableitung der folgenden Funktionen von Hand und kontrollieren
Sie mit dem TI-Nspire™CAS


a) f(x) =
sin(x)


x
b) f(x) =


sin(x)
1+cos(x)


c) f(x) = sin(3x) − sin3(x) d) f(t) = esin2(t)


e) f(x) = 1


sin2(x)
f) f(x) = cos(e2x)


g) f(t) = e−0.1t sin(t) h) f(x) = tan(x2 + 2x)


2. Die Aussentemperatur T bei einem Haus während einer Zeitperiode von 24 Stunden ver-
laufe gemäss


T(t) = 25 − 8 cos
(


πT


12


)
, 0 � t � 24,


T(t) wird in °C und t in Stunden gemessen.


a) Bestimmen Sie die Durchschnittstemperatur während der ganzen Periode von 24 Stun-
den und zwischen t = 8 und t = 16.


b) Im Hause befindet sich eine Klimaanlage, welche sich automatisch einschaltet, wenn
die Aussentemperatur 26 °C oder mehr beträgt. In welchem Zeitintervall war die
Anlage in Betrieb?


c) Die Betriebskosten der Anlage ergeben sich aus der Rate von 0.05 Fr. pro Stunde
für jedes Grad Celsius Aussentemperatur über 26 °C. Wie gross waren die Kosten an
diesem Tage?


3. In einen hohen Turm mit der quadratischer Grundfläche der Seitenlänge s = 4 m soll eine
möglichst lange Leiter eingeführt werden. Die Höhe der einzigen Eingangstüre beträgt
h = 2 m. Wie lange kann die Leiter höchstens sein?
Hinweis: Für eine trigonometrische Lösung ist der Steigungswinkel der Leiter als Variable
zu vewenden.


4. Ein Federpendel mit der Masse m = 0.24 kg schwingt mit einer Frequenz von f = 4 s−1


und einer Amplitide von a = 0.05 m.


a) Wie gross ist die Geschwindigkeit beim Durchgang durch die Gleichgewichtslage?


b) Wie gross sind Auslenkung und Geschwindigkeit 0.04 s nach dem Durchgang durch
die Gleichgewichtslage?


c) Wie gross sind Auslenkung und Geschwindigkeit 0.04 s nach Erreichen der grössten
Auslenkung?


d) Wie muss die Masse verändert werden, damit die Frequenz f = 5 s−1 beträgt?


5. Ein Federpendel schwingt mit einer Frequenz von f = 3 s−1, die Geschwindigkeit beim
Durchgang durch die Gleichgewichtslage beträgt v = 2 m/s. Wie gross ist die Amplitude?
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6. Einem Kreissektor mit dem Zentriwinkel α soll ein Rechteck mit maximalem Flächeninhalt
einbeschrieben werden. Zwei Ecken des Rechtecks sollen auf dem begrenzenden Kreisbo-
gen und je eine Ecke auf einem Radius liegen.
Hinweis: Betrachten Sie den Winkel x zwischen der Winkelhalbierenden des Sektors und
dem Radius, der in einer Ecke auf dem Bogen endet. Mit einem CAS gelingt die Lösung
meist nicht ohne Weiteres. Besser ist es, die Funktion «von Hand» abzuleiten und die
Beziehungen cos2(x) − sin2(x) = cos(2x) und 2 sin(x) cos(x) = sin(2x) zu verwenden.
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9 Approximationen


In diesem Kapitel untersuchen wir die Approximation von Funktionen durch Polynome. Das
Ziel ist, die Berechnung von Funktionswerten (z.B. sin(1), log(7), etc.) auf die Grundrechen-
arten Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division zurückzuführen. Im Grunde können
sowohl digitale Computer wie auch das menschliche Hirn nur diese Rechenarten ausführen,
alle anderen Berechnungen werden in irgend einer Weise darauf reduziert. Die Polynome und
die gebrochen rationalen Funktionen sind die einzigen Funktionen, welche ausschliesslich mit
diesen Operationen auskommen. Wenn jemand auf einem Taschenrechner z.B. den Wert von
sin(1) ermitteln will, erhält er 0.8414709848081. Der Taschenrechner hat dabei aber nur eine
Anzahl Grundoperationen durchgeführt, die an und für sich nichts mit der Trigonometrie zu
tun haben, mit andern Worten: Der Taschenrechner kann nur addieren und multiplizieren und
weiss eigentlich nichts von Trigonometrie. Die Differentialrechnung ermöglicht es nun, Approxi-
mationsverfahren zu entwickeln, um solche Funktionswerte schnell und mit hoher Genauigkeit
zu berechnen.


9.1 Taylor-Polynome


In diesem Abschnitt werden wir Funktionen durch Polynome approximieren. Dabei wird sich
zeigen, dass eine Approximation umso besser wird, je höher der Grad des Polynoms ist. Die
Approximationen sind in der Regel in der Nähe eines bestimmten ausgewählten Punktes sehr
gut, weiter entfernt jedoch oftmals weniger gut. Die Güte und Reichweite der Approximationen
wird hier nicht näher untersucht weil dies den Rahmen dieser Einführung sprengen würde.
Wir werden im Folgenden eine Funktion f an der Stelle x = 0 durch Polynome immer höheren
Grades approximieren, anschliessend werden wir die Einschränkung auf x = 0 weglassen.


9.1.1 Lineare Approximation


Um eine Funktion f an der Stelle x = 0 durch eine lineare Funktion zu approximieren, ist es
naheliegend, die Tangente an den Graphen der Funktion an der Stelle x = 0 zu betrachten, denn
diese hat dort die gleiche Steigung wie der Graph der Funktion. Wir haben bereits im ersten
und zweiten Kapitel gesehen, dass der Graph einer Funktion bei genügender Vergrösserung i.
Allg. lokal fast linear verläuft. Die Gerade, welche diesen Verlauf am besten beschreibt, ist die
Tangente. Wir erhalten so als Näherungspolynom ersten Grades die Funktion


P1(x) = f(0) + f ′(0)x.


Beispiel: Für die Funktion f(x) = ex erhalten wir P1(x) = 1 + x.
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Abbildung 9.1: Lineare Approximation


Als Näherungswert für e0.1 erhält man e0.1 ≈ P1(0.1) = 1.1, wogegen der exakte Wert e0.1 =


1.105170918.. beträgt.


9.1.2 Quadratische Approximation


Wir möchten nun eine Funktion f an der Stelle x = 0 durch ein Polynom P2 zweiten Grades
approximieren. Sicher einmal muss P2(0) = f(0) und ebenfalls P ′


2(0) = f ′(0) gelten, damit stimmt
das Näherungspolynom bei der Stelle x = 0 mit der Funktion überein und weist dort dieselbe
Steigung wie die Funktion auf. Da der Graph von f(x) i. Allg. jedoch gekrümmt ist, d. h. seine
Steigung sich ändert, verlangen wir weiterhin, dass die Änderung der Steigung von P2(x) an
der Stelle x = 0 mit der Änderung der Steigung von f(x) an der Stelle x = 0 übereinstimmt,
d. h., dass P ′′


2 (0) = f ′′(0).
Beispiel: f(x) = ex. Die folgenden drei Bedingungen müssen erfüllt sein:


P2(0) = f(0)


P ′
2(0) = f ′(0)


P ′′
2 (0) = f ′′(0).


Es ist:
P2(x) = a0 + a1x + a2x2 und f(x) = ex


P ′
2(x) = a1 + 2a2x und f ′(x) = ex


P ′′
2 (x) = 2a2 und f ′′(x) = ex


damit erhalten wir die Koeffizienten des Polynoms


a0 = P2(0) = f(0) = 1, also a0 = 1


a1 = P ′
2(0) = f ′(0) = 1, also a1 = 1


2a2 = P ′′
2 (0) = f ′′(0) = 1, also a2 = 1


2


120 ©Texas Instruments 2010







9.1. Taylor-Polynome


und folglich gilt


P2(x) = 1 + x +
x2


2
.


Abbildung 9.2: Quadratische Approximation


9.1.3 Approximation mit einem Polynom höheren Grades


So wie die zweite Ableitung die Änderung der Steigung der Kurve und damit das Krümmungs-
verhalten beschreibt, erfasst die dritte Ableitung die Änderung des Krümmungsverhaltens. Jede
höhere Ableitung beschreibt eine noch subtilere Eigenschaft der Form des Graphen. Je mehr
Ableitungen eines Polynoms mit den Ableitungen der Funktion f an der Stelle x = 0 überein-
stimmen, umso besser stimmt das Polynom in einer Umgebung von x = 0 mit der Funktion
überein. Da die (n+1)-te Ableitung eines Polynoms n-ten Grades 0 ist und damit auch alle höhe-
ren Ableitungen, hängen nur die Ableitungen bis zur n-ten Ordnung von den Koeffizienten ab
und können somit durch diese beeinflusst werden. Wir verwenden deshalb als Approximation
einer Funktion f an der Stelle x = 0 ein Polynom n-ten Grades, welches mit f an der Stelle
x = 0 im Funktionswert und in den ersten n Ableitungen übereinstimmt. Dieses Polynom heisst
Taylor-Polynom.
Bemerkung: f(n)(x) bezeichne die n-te Ableitung von f(x).


Bestimmung der Koeffizienten: Die Ableitungen von Pn an der Stelle x = 0 lassen sich in ein-
facher Weise durch die Koeffizienten a1, a2, . . . ausdrücken. Wir zeigen dies zuerst am Beispiel
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eines Polynoms fünften Grades. Das Ergebnis lässt sich dann leicht verallgemeinern:


P5(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + a4x4 + a5x5, also P5(0) = a0


P ′
5(x) = a1 + 2a2x + 3a3x2 + 4a4x3 + 5a5x4, P ′


5(0) = a1


P ′′
5 (x) = 2a2 + 3 · 2a3x + 4 · 3a4x2 + 5 · 4a5x3, P ′′


5 (0) = 2a2


P
(3)
5 (x) = 3 · 2a3 + 4 · 3 · 2a4x + 5 · 4 · 3a5x2, P


(3)
5 (0) = 3 · 2a3


P
(4)
5 (x) = 4 · 3 · 2a4 + 5 · 4 · 3 · 2a5x, P


(4)
5 (0) = 4 · 3 · 2a4


P
(5)
5 (x) = 5 · 4 · 3 · 2a5, P


(5)
5 (0) = 5 · 4 · 3 · 2a5


Wir verwenden die folgende Definition:
n! := n · (n − 1) · (n − 2) · · · 2 · 1; (Lies: n- Fakultät); 0! := 1 und erhalten mit der Forderung, dass
P


(k)
5 (0) = f(k)(0) für k = 0, 1, 2, 3, 4, 5,


a0 =
P5(0)


0! =
f(0)
0!


a1 =
P ′


5(0)
1! =


f ′(0)
1!


a2 =
P ′′


5 (0)
2! =


f ′′(0)
2!


a3 =
P


(3)
5 (0)
3! =


f(3)(0)
3!


a4 =
P


(4)
5 (0)
4! =


f(4)(0)
4!


a5 =
P


(5)
5 (0)
5! =


f(5)(0)
5! .


Zusammengefasst gilt:


ak =
f(k)(0)


k! für k = 1, 2, 3, 4, 5.


Damit können wir das Taylor-Polynom 5-ten Grades explizit schreiben:


P5(x) =
f(0)


0! +
f ′(0)
1! x +


f(2)(0)


2! x2 +
f(3)(0)


3! x3 +
f(4)(0)


4! x4 +
f(5)(0)


5! x5


oder mit Verwendung des Summenzeichens:


5∑
k=0


f(k)(0)


k! xk.


Es ist nun offensichtlich, dass sich das Vorgehen für jeden beliebigen Grad des Polynoms ver-
allgemeinern lässt und wir erhalten:
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Das Taylor-Polynom n-ten Grades,
welches die Funktion f an der Stelle x = 0 approximiert,


ist gegeben durch die Formel


Pn(x) =


n∑
k=0


f(k)(0)


k! xk


Beispiel 1: Für die Funktion f(x) = ex ergibt sich f(k)(x) = ex und damit f(k)(0) = 1. Somit
erhalten wir das Taylor Polynom n-ten Grades von ex bei x = 0


Pn(x) = 1 + x +
x2


2! +
x3


3! + · · · + xn


n! .


Beispiel 2: Wir entwickeln das Taylor-Polynom für die Funktion
f(x) = sin(x) bei x = 0. Es ist


f(x) = sin(x), also f(0) = 0


f ′(x) = cos(x), f ′(0) = +1


f(2)(x) = − sin(x), f(2)(0) = 0


f(3)(x) = − cos(x), f(3)(0) = −1


f(4)(x) = sin(x), f(4)(0) = 0.


Man sieht leicht ein, dass sich die Werte 0, +1, 0, -1, . . . ad infinitum wiederholen. Setzen wir
diese Werte in die Formel für das Taylor-Polynom ein, so ergibt sich für ungerades n:
Das Taylor-Polynom n-ten Grades für sin(x) bei x = 0 ist


Pn(x) = x −
x3


3! +
x5


5! −
x7


7! + · · · ± xn


n! .


Die abgebildete Grafik (Abbildung 9.3) zeigt die Sinuskurve und die Taylor-Polynome bis zum
Grad n = 9.


Abbildung 9.3: y = sin(x) und Taylorpolynome bis zum Grad n = 9
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9.1.4 Taylor-Polynome bei x = a, a �= 0


Mit denselben Überlegungen, die zur Herleitung der Formel für das Taylor-Polynom bei x = 0


führten, können wir eine allgemeinere Formel für ein Näherungspolynom bei irgend einer Stelle
x = a herleiten. Wenn wir eine Funktion f und ihre Ableitungen an der Stelle x = a kennen,
dann ermitteln wir das Polynom n-ten Grades, welches bei x = a mit dem Funktionswert von f


und mit den ersten n Ableitungen von f übereinstimmt. Da x − a angibt, wie nahe x bei a ist,
verwenden wir die Variable (x − a) anstatt x für die Entwicklung des Polynoms:


Pn(x) = b0 + b1(x − a) + b2(x − a)2 + b3(x − a)3 + · · · + bn(x − a)n


Man erhält:


Das Taylor-Polynom n-ten Grades,
welches die Funktion f an der Stelle x = a approximiert,


ist gegeben durch die Formel


Pn(x) =


n∑
k=0


f(k)(a)


k! (x − a)k


9.1.5 Konstruktion neuer Taylor-Polynome aus bekannten


Wenn zu einer gegebenen Funktion ein Taylor-Polynom n-ten Grades entwickelt werden soll,
kann man die Formel anwenden, die jedoch verlangt, dass wir die Funktion n mal ableiten, was
unter Umständen eine aufwändige Rechenarbeit verlangt. Oft ist es viel einfacher, das gesuchte
Polynom aus schon bekannten Polynomen zu entwickeln. Dies soll an einigen Beispielen erläu-
tert werden.


Beispiel 1: SUBSTITUTION


Es soll das Taylor-Polynom für ex2 bei x = 0 entwickelt werden. Wir kennen bereits die Ent-
wicklung von eu:


Pn(u) = 1 + u +
u2


2! +
u3


3! +
u4


4! + · · · + un


n! .


Substituieren wir nun u = x2, erhalten wir das Taylor-Polynom für ex2 :


Pn(x) = 1 + x2 +
x4


2! +
x6


3! +
x8


4! + · · · + x2n


n! .


Beispiel 2: INTEGRATION


Es soll das Taylor-Polynom für die Funktion F(x) =
∫x


0
et2


dt entwickelt werden. Wir integrieren
das Taylor-Polynom aus Beispiel 1 gliedweise


∫
et2


dt ≈
∫ (


1 + t2 +
t4


2! +
t6


3! +
t8


4! + · · · + t2n


n!


)
dt
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und erhalten ∫
et2


dt ≈ t +
t3


3
+


t5


5 · 2! +
t7


7 · 3! + · · · + t2n+1


(2n + 1) · n! .


Also ergibt sich für das Taylor-Polynom der gesuchten Funktion:


F(x) ≈ Pn(x) =


[
t +


t3


3
+


t5


5 · 2! +
t7


7 · 3! + · · · + t2n+1


(2n + 1) · n!


]t=x


t=0


Pn(x) = x +
x3


3
+


x5


5 · 2! +
x7


7 · 3! + · · · + x2n+1


(2n + 1) · n! .


9.2 Taylor-Reihen


Im vorangehenden Abschnitt haben wir Funktionen an einer bestimmten Stelle mit einem Poly-
nom approximiert. So haben wir etwa die folgende Approximation hergeleitet:


sin x ≈ x −
x3


3! +
x5


5! −
x7


7! .


Es zeigte sich, dass diese Approximation gut war für x-Werte nahe bei 0. Es zeigte sich aber auch,
dass Polynome von höherem Grad eine bessere Approximation für einen grösseren Bereich von
x-Werten ergaben. Es ist deshalb naheliegend, den Grad über alle Grenzen wachsen zu lassen
und zu schreiben:


sin x = x −
x3


3! +
x5


5! −
x7


7! +
x9


9! − · · ·


Diese unendliche Reihe heisst Taylor-Reihe für die Funktion f(x) = sin x um 0. Offen ist noch
die Frage, ob diese Reihe für alle x-Werte gegen sin x konvergiert. Man kann zeigen, dass dies der
Fall ist, es gibt jedoch auch Funktionen, deren Taylor-Reihe nicht für alle x-Werte konvergiert.
Einige wichtige Taylor-Reihen sind nachstehend aufgeführt:


f(x) Taylor-Reihe für f(x)


sin(x) x − x3


3! + x5


5! − x7


7! + · · ·


cos(x) 1 − x2


2! + x4


4! − x6


6! + · · ·


ex 1 + x + x2


2! + x3


3! + x4


4! + · · ·


ln(1 + x) x − x2


2
+ x3


3
− x4


4
+ · · ·


(1 + x)α 1 + αx +
α(α−1)


2! x2 +
α(α−1)(α−2)


3! x3 + · · ·


Bemerkung: Während die Reihen für sin(x), cos(x) und ex für alle x ∈ R konvergieren, ist dies
für die beiden letzten Funktionen nicht der Fall. Die Reihe für ln(1 + x) konvergiert nur für
−1 < x � 1 und diejenige für (1 + x)α für |x| < 1. Die Untersuchung des Konvergenzverhaltens
von Taylor-Reihen wird hier nicht durchgeführt.
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9.2.1 Potenzreihen und Differenzialgleichungen


Die Lösungen einer Differenzialgleichung oder eines Systems von Differenzialgleichungen kön-
nen oftmals nicht explizit in Form eines Funktionsterms angegeben werden. Näherungsmetho-
den zur Berechnung, wie etwa die Euler-Methode, brauchen einen enormen Rechenaufwand,
wenn man einigermassen genaue Resultate haben will. Wenn man die Lösungsfunktionen nä-
herungsweise in Form eines Polynoms hat, ist dies ein grosser Vorteil. Es ist möglich, für viele
Differenzialgleichungen die Lösung in Form einer Potenzreihe anzugeben. Dies wird mit zwei
Beispielen demonstriert.


Beispiel 1:
y′ = y.


Natürlich wissen wir bereits, dass die Lösungen die Form y = Aex mit einer beliebigen Konstan-
ten A haben. Nehmen wir jedoch an, wir würden die Lösung nicht kennen. Wir versuchen dann
eine Potenzreihe zu finden, welche eine Lösung der Differenzialgleichung ist. Zuerst bringen
wir die Differenzialgleichung in die Form


y′ − y = 0.


Wir machen dann den Ansatz:


y = a0 + a1x + a2x2 +· · ·+ ak−1xk−1 +akxk + · · · ,


daraus folgt


y′ = a1 + 2a2x + 3a3x2 +· · ·+ kakxk−1 + · · · ,


folglich ist


y′ − y=(a1 − a0)+(2a2 − a1)x+(3a3 − a2)x2+· · ·+(kak − ak−1)xk−1+ · · · .


Ein Polynom in x ist dann und nur dann identisch gleich Null, wenn sämtliche Koeffizienten
verschwinden. Dies gilt auch für eine Potenzreihe. Wenn y′ − y = 0, dann muss also gelten:


a1 − a0 = 0, also a1 = a0


2a2 − a1 = 0, 2a2 = a1


3a3 − a2 = 0, 3a3 = a2


...
...


kak − ak−1 = 0, kak = ak−1


...
...


Aus der Gleichung kak = ak−1 folgt die rekursive Beziehung ak = 1
k
ak−1, welche es erlaubt,


alle Koeffizienten durch a0 auszudrücken: Für das allgemeine Glied an gilt, wenn wir die
Rekursionsbeziehung wiederholt anwenden:


an =
1


n
an−1 =


1


n
· 1


n − 1
an−2 = · · · =


1


n!a0.


Damit ergibt sich:


y = a0 + a0x +
1


2!a0x2 +
1


3!a0x3 + · · · + 1


n!a0xn + · · ·
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oder nach Ausklammern von a0


y = a0[1 + x +
1


2!x
2 +


1


3!x
3 + · · · + 1


n!x
n + · · · ].


Die Reihe in den eckigen Klammern ist aber gerade die bekannte Taylor-Reihe für ex. Damit ha-
ben wir erneut, jedoch auf eine andere Art, gezeigt, dass die Lösungen der Differenzialgleichung
y′ = y die Form


y = a0ex


haben, wobei a0 = y(0) der Anfangswert ist.


Beispiel 2: Die Besselsche Differenzialgleichung
Zur Illustration wählen wir eine sehr wichtige Differenzialgleichung, deren Lösung aber we-
sentlich aufwändiger ist als im vorangehenden Beispiel. Eine grosse Vielfalt physikalischer Pro-
blemstellungen aus verschiedenen Gebieten (Wellenlehre, Optik, Leitung von elektrischem Strom
und von Wärme, Stabilität von Säulen etc.) führt auf die Besselsche Differenzialgleichung der
Ordnung p:


x2 · y′′ + x · y′ + (x2 − p2) · y = 0.


Die Lösungen dieser Differenzialgleichungen heissen Bessel-Funktionen der Ordnung p.
Wir betrachten die Besselsche Differenzialgleichung der Ordnung p = 0:


x2 · y′′ + x · y′ + x2 · y = 0.


Division durch x (x �= 0) führt zur Vereinfachung


x · y′′ + y′ + x · y = 0.


Wir machen für die Lösung den Ansatz einer Potenzreihe


y = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + · · ·


und berechnen die Ableitungen y′ und y′′:


y′ = a1 + 2a2x + 3a3x2 + 4a4x3 + · · · + (n + 1)an+1xn + · · ·
y′′ = 2a2 + 6a3x + 12a4x2 + · · · + (n + 1)nan+1xn−1 + · · ·


Wir berechnen nun die drei Summanden der linken Seite der Differenzialgleichung und sum-
mieren, wobei zur Abkürzung S = xy′′ + y′ + xy gesetzt wird.


xy′′ = 2a2x + 6a3x2 + · · · + (n + 1)nan+1xn + · · ·
y′ = a1 + 2a2x + 3a3x2 + · · · + (n + 1)an+1xn + · · ·
xy = a0x + a1x2 + · · · + an−1xn + · · ·
S = a1 + (4a2 + a0)x + (9a3 + a1)x2 + · · ·


+((n + 1)nan+1 + (n + 1)an+1 + an−1)xn = 0.
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Für den Koeffizienten von xn gilt


(n + 1)nan+1 + (n + 1)an+1 + an−1 = (n + 1)2an+1 + an−1.


Die sich aus der Differenzialgleichung ergebende unendliche Potenzreihe ist nur dann gleich 0,
wenn jeder Koeffizient gleich 0 ist. Wir erhalten deshalb


a1 = 0


4a2 + a0 = 0


9a3 + a1 = 0


...
n2an + an−2 = 0


(n + 1)2an+1 + an−1 = 0


...


Die Koeffizienten a1, a2, a3, · · · sind durch die letzte Beziehung rekursiv bestimmt und weil
a1 = 0 ist, gilt


ak = 0 für alle ungeraden Werte von k.


Für die geraden Werte von k gilt ak = − 1
k2 ak−2, also insbesondere


a2 = − 1
22 a0


a4 = − 1
42 a2 = 1


2242 a0


a6 = − 1
62 a4 = − 1


224262 a0


...


Für den allgemeinen Koeffizienten erhalten wir


a2n = (−1)n 1


224262 · · · (2n)2
a0 = (−1)n 1


22n(n!)2
a0.


Jede Funktion, die die Besselsche Differenzialgleichung der Ordnung 0 erfüllt, hat folglich die
Form


y = a0


(
1 −


x2


22
+


x4


24(2!)2
−


x6


26(3!)2
+ · · ·


)
mit y(0) = a0.


Der Ausdruck in der Klammer ist die Bessel-Funktion J0 der Ordnung 0.


J0(x) = 1 −
x2


22
+


x4


24(2!)2
−


x6


26(3!)2
+ · · ·


In der Abbildung 9.4 ist der Graph von J0 zusammen mit den approximierenden Polynomen
vom Grad 2, 4, 6, ... ,16 abgebildet.
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Abbildung 9.4: Bessel-Funktion J0 und approximierende Polynome
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9.3 Aufgaben zu Kapitel 9


1. Verwenden Sie die Reihenentwicklung von ex zur Berechnung der Zahl e.


2. Entwickeln Sie das Taylor-Polynom fünften Grades an der Stelle x = 0 der Funktion f(x) =


(1 + x)1/2.


3. Bestimmen Sie das Taylor-Polynom an der Stelle x = 0 mindestens siebten Grades der
folgenden Funktionen unter Verwendung bekannter Taylor-Polynome:


a) x cos(x)


b)
∫ sin(x)


x
dx


c)
∫


e−x2
dx


4. Bestimmen Sie eine Lösung der folgenden Differenzialgleichungen in Form einer Potenz-
reihe


a) y ′ = 2xy


b) xy′ = xy + 2y


5. Gegeben ist die Differenzialgleichung y′(x) = y(x)+4e−x mit dem Anfangswert y(0) = −1.


a) Lösen Sie diese Differenzialgleichung mit Hilfe des Ansatzes einer Potenzreihe
y = a0 + a1x + a2x2 + a3x3 + · · · . Bestimmen Sie dazu eine rekursive Beziehung der
Koeffizienten und berechnen Sie die ersten fünf Glieder der Potenzreihe.
Hinweis: e−x kann in Form einer Potenzreihe dargestellt werden.


b) Die exakte Lösung des gegebenen Anfangswertproblems (Differenzialgleichung und
Anfangswert) lautet: y(x) = ex − 2e−x.
Bestimmen Sie die Taylorreihe (um den Entwicklungspunkt x0 = 0) dieser Funktion
mit Hilfe der Reihenentwicklungen von ex und e−x. Verwenden Sie das Resultat um
die Koeffizienten an der Potenzreihe explizit anzugeben.


6. Die Eulersche Relation
Die vielleicht berühmteste Formel der Mathematik stammt von Euler, zu ihrem Verständnis
sind jedoch Grundkenntnisse über komplexe Zahlen notwendig. Die Formel lautet


eiϕ = cos(ϕ) + i · sin(ϕ).


Zum Beweis entwickle man die Taylor-Reihe von eiϕ.
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10 Separation der Variablen und die
Lösung der linearen
Differenzialgleichung erster Ordnung


Das Auffinden der Lösungen von Differenzialgleichungen ist in vielen Fällen ein schwieriges
Unternehmen und oft helfen nur numerische Näherungsverfahren weiter. Für bestimmte Klas-
sen von Differenzialgleichungen gibt es jedoch exakte Verfahren, welche zur Lösung führen.
Insbesondere lassen sich die linearen Differenzialgleichungen erster Ordnung lösen. Ein Lö-
sungsverfahren gibt es ebenfalls, wenn sich die Variablen separieren lassen.


10.1 Separation der Variablen


Lässt sich eine Differenzialgleichung erster Ordnung in der Form


y′ · g(y) = f(x) (10.1)


darstellen, dann heisst sie separierbar. Schreibt man nämlich diese Gleichung unter Verwendung
der Leibniz-Symbole


dy


dx
· g(y) = f(x),


dann kann sie in der Form
g(y)dy = f(x)dx


geschrieben werden, wo jede Seite nur von einer Variablen abhängt. Setzen wir das Integralzei-
chen davor ∫


g(y)dy =


∫
f(x)dx,


dann erhalten wir
G(y) + c1 = F(x) + c2,


wobei F eine Stammfunktion von f und G eine solche von g ist. Wir setzen weiterhin c = c2 −c1


und erhalten
G(y) = F(x) + c. (10.2)


Möglicherweise ist diese Gleichung nach y auflösbar, so dass man die explizite Lösung y = ϕc(x)


findet. Der letzte Ausdruck bedeutet, dass man eine einparametrige Schar von Funktionen hat.
Zu jedem bestimmten Wert von c erhält man dann eine Lösungsfunktion. Der Wert von c ergibt
sich in der Regel aus Anfangsbedingungen.
Dass das Lösungsverfahren so durchgeführt werden darf, muss natürlich noch gezeigt werden.
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Beweis: Wir zeigen, dass jede Lösung y = ϕ(x) von 10.2 auch eine Lösung der Differenzialglei-
chung 10.1 ist.
Ist y = ϕ(x) Lösung von 10.2, dann gilt also


G(ϕ(x)) = F(x) + c.


Durch Ableiten erhält man (Kettenregel!)


G ′(ϕ(x))ϕ′(x) = F′(x) beziehungsweise
g(ϕ(x))ϕ ′(x) = f(x)


und mit y = ϕ(x) und y′ = ϕ′(x)


g(y)y ′ = f(x).


Also erfüllt y = ϕ(x) die Differenzialgleichung 10.1.


Beispiele:


1. Das exponentielle Wachstum


y′ = ky


dy


dt
= ky


dy


y
= kdt∫


dy


y
=


∫
kdt


ln |y| = kt + c


|y| = ekt+c = ecekt


y = ±ecekt


y = Cekt,


wobei C eine beliebige reelle Konstante ist.


2. Superwachstum
Ist die Änderungsrate y′ proportional zu einer Potenz yp von y mit einem Exponenten
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p > 1, dann spricht man von einem Superwachstum.


y ′ = ky1.2; k konstant
dy


dt
= ky1.2


dy


y1.2
= kdt∫


dy


y1.2
=


∫
kdt∫


y−1.2dy =


∫
kdt


y−0.2


−0.2
= kt + c


y−0.2 = −0.2(kt + c) = −0.2kt + C


y = (−0.2kt + C)−5 =
1


(−0.2kt + C)5
.


Man untersuche die Lösung für k = 0.05 und y(0) = 5. Worin liegt der wesentliche
Unterschied zum exponentiellen Wachstum?


Für die folgenden zwei Beispiele brauchen wir eine einfache Integrationsregel. Es gilt (k =


konstant): ∫
1


t − k
dt = ln |t − k| + C,


wie durch Ableiten leicht bestätigt werden kann.


3. Wir können jetzt ebenfalls die Lösung der Gleichung des logistischen Wachstums exakt
herleiten:


y′ = ky(1 −
y


S
)


dy


y(1 − y


S
)


=
S


y(S − y)
dy = kdt.


Es ist nun (Partialbruchzerlegung) S


y(S − y)
=


1


y
+


1


S − y
,


also
(


1


y
+


1


S − y


)
dy = kdt


∫ (
1


y
+


1


S − y


)
dy =


∫
kdt


ln |y| − ln |S − y| = ln
∣∣∣∣ y


S − y


∣∣∣∣ = kt + c∣∣∣∣ y


S − y


∣∣∣∣ = ekt+c


y


S − y
= ±ekt+c = Cekt; C = ±ec.


Lösen wir die letzte Gleichung nach y auf, so erhalten wir


y(t) =
SCekt


1 + Cekt
.
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Ordnung


Für t = 0 erhält man den Anfangswert y0 = SC
1+C


. Nach C aufgelöst, erhält man C = ( y0


S−y0
).


Setzt man dies in die Lösung ein, erhält man


y(t) =
S( y0


S−y0
)ekt


1 + ( y0


S−y0
)ekt


=
Sy0ekt


S − y0 + y0ekt
.


Erweitern wir mit e−kt, dann erhalten wir eine der Standardformen der Lösung der logi-
stischen Gleichung


y(t) =
Sy0


y0 + (S − y0)e−kt
.


4. Newtons Abkühlgesetz
Es gelingt uns nun die ganz am Anfang (vgl. 1.3) aufgetauchte Differenzialgleichung für
die Abkühlung des heissen Kaffees exakt zu lösen!
Die Differenzialgleichung lautet


T ′(t) = k(T(t) − Tu)


oder kurz
dT


dt
= k(T − Tu)∫


dT


T − Tu


dt = kdt


ln |T − Tu| = kt + c


T − Tu = ±ekt+c = Cekt; C = ±ec


T = Cekt + Tu.


Setzen wir in der letzten Gleichung für T den Anfangswert T(0) = T0 ein, dann erhalten
wir T(0) = C + Tu = T0, daraus ergibt sich der Wert der Konstanten C = T0 − Tu. Die
Lösung des Anfangswertproblems


T ′(t) = k(T(t) − Tu); T(0) = T0


ist also


T(t) = (T0 − Tu)ekt + Tu,


wobei T0 die Anfangstemperatur und Tu die Umgebungstemperatur bedeuten. Für die
im 1. Kapitel empirisch untersuchte Abkühlung gilt: T0 = 79.7 °C, Tu = 21.7 °C, k =


−0.16 °C/min.1 Der anhand der Differenzialgleichung berechnete Temperaturverlauf ist in
der Abbildung 10.1 dargestellt, zusammen mit dem empirisch gewonnenen in Kapitel 1
(vgl. Abbildung 1.1)!


1Der Wert von k wurde aus den Messungen ermittelt. Eine genauere Untersuchung zeigt, dass die Abkühlung anfäng-
lich etwas schneller erfolgt, weil auch Strahlungs- und Verdunstungsprozesse beteiligt sind; ein Modell ist immer
eine Vereinfachung!
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10.2. Lösung der linearen Differenzialgleichung erster Ordnung


Abbildung 10.1: Berechneter und gemessener Temperaturverlauf


Der Kreis hat sich damit geschlossen. Es ist uns gelungen, die erste Differenzialgleichung
aus dem ersten Kapitel exakt zu lösen!


10.2 Lösung der linearen Differenzialgleichung erster Ordnung


Erste Ordnung bedeutet, dass nur die erste Ableitung y′ der Funktion y vorkommt, linear
heisst, dass y′ und y nur in einer Linearkombination in der Differenzialgleichung auftauchen,
dass diese also die nachstehende Form hat:


a(x) · y + b(x) · y ′ + c(x) = 0.


Diese Gleichung lässt sich für b(x) �= 0 nach y ′ auflösen und man erhält eine Gleichung der
Form


y′ = f(x) · y + g(x).


Eine Differenzialgleichung dieser Form wird auch explizite lineare Differenzialgleichung erster Ord-
nung genannt. Für diese Differenzialgleichung wird im Folgenden ein Lösungsverfahren ent-
wickelt.


10.2.1 Lösung der homogenen linearen Differenzialgleichung erster Ordnung


Ist g(x) = 0, gilt also
y ′ = f(x) · y,


dann heisst die Differenzialgleichung homogen. Sie lässt sich mit der Methode der Separation
der Variablen lösen:
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Ordnung


y′ = f(x) · y
dy


dx
= f(x) · y


Separation der Variablen führt zu
dy


y
= f(x)dx


Integration∫
dy


y
=


∫
f(x)dx


ln |y| =


∫
f(x)dx


ist F eine Stammfunktion von f, so ist
ln |y| = F(x) + c


also
|y| = eceF(x)


y = ±CeF(x).


Beispiele


1. Differenzialgleichung des exponentiellen Wachstums, siehe Beispiel (1) im vorangehenden
Abschnitt!


2.


y′ = xy


dy


dx
= xy


dy


y
= xdx∫


dy


y
=


∫
xdx


ln |y| =
1


2
x2 + c


|y| = e x2


2 +c = e x2


2 ec


y = ±ece
x2


2


y = Ce
x2


2 ; C ist eine beliebige Konstante.


10.2.2 Die Lösung der linearen Differenzialgleichung erster Ordnung


Die inhomogene lineare Differenzialgleichung erster Ordnung kann in die Form


y′ = f(x)y + g(x)
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10.2. Lösung der linearen Differenzialgleichung erster Ordnung


gebracht werden. Sie kann mittels der Methode der Variation der Konstanten gelöst werden. Aus-
gehend von der Lösung der homogenen Differentialgleichung im vorangehenden Abschnitt ma-
chen wir den Ansatz:


y = C(x)eF(x).


Anstelle der Konstanten C setzt man einen (noch unbekannten) variablen Funktionsterm. Durch
Ableiten erhält man


y′ = C′(x)eF(x) + C(x)eF(x)f(x) (Man beachte, dass F′(x) = f(x)).


Setzen wir in die Differenzialgleichung y ′ = f(x)y + g(x) ein, erhalten wir


C′(x)eF(x) + C(x)eF(x)f(x) = f(x)C(x)eF(x) + g(x).


Diese Gleichung ist genau dann erfüllt, wenn


C′(x)eF(x) = g(x).


Daraus können wir das gesuchte C(x) ermitteln, es gilt also


C′(x) = g(x)e−F(x) und also C(x) =


∫
g(x)e−F(x)dx.


Damit haben wir als Ergebnis gefunden den


Satz: Die allgemeine Lösung der Differenzialgleichung y′ = f(x)y + g(x) lautet


y = eF(x)


∫
g(x)e−F(x)dx.


©Texas Instruments 2010 137







Kapitel 10. Separation der Variablen und die Lösung der linearen Differenzialgleichung erster
Ordnung


10.3 Aufgaben zu Kapitel 10


1. Lösen Sie die folgenden Differenzialgleichungen mit der Methode der Separation der Va-
riablen.


a) y′ = 1
y


b) y′ = 3x
y


c) y′ = 3y


x


d) x2y′ = 3 − y


e) y′ = xy


f) y′ = −y2


2. Lösen Sie die folgenden linearen Differenzialgleichungen erster Ordnung.


a) xy′ + y = x cos(x)


b) y ′ = x + y + 1


c) y′ + 3y = x + e−x


d) xy′ + y = x cos(x)


e) y′ = xy + 5x


3. Heisser Kaffee hat sich bei einer Umgebungstemperatur von 19 °C innerhalb 5 Minuten
von 95 °C auf 75 °C abgekühlt.


a) Wie gross ist die momentane Abkühlgeschwindigkeit am Anfang (bei 95 °C) und nach
5 Minuten?


b) Wie lange dauert es, bis sich der Kaffee auf 50 °C abgekühlt hat?


4. Eine Wassertonne weist unten ein kleines Loch auf. Für die Änderung der Höhe y des
Wasserspiegels gilt die folgende Differenzialgleichung:


y′(t) = −k
√


y(t).


a) Lösen Sie diese Differenzialgleichung!


b) Eine zylindrische Wassertonne mit der Grundfläche 0.8 m2 ist bis zur Höhe y = 1.2 m
gefüllt. Aus dem Leck am Boden fliessen bei dieser Füllhöhe 2 Liter Wasser pro
Minute heraus. Wie lange dauert es. bis der Wasserstand auf 1 m gesunken ist und
nach welcher Zeit ist die Tonne leer?


5. Freier Fall mit Luftwiderstand. Beim freien Fall mit Luftwiderstand geht ein einfaches Mo-
dell davon aus, dass der Luftwiderstand proportional zur Geschwindigkeit ist. Bezeichnen
wir mit s(t) den zurückgelegten Weg, dann führt die Bewegungsgleichung zu folgender
Differenzialgleichung:


s ′′(t) = g − ks ′(t).


Die Anfangswerte seien s(0) = 0 und s ′(0) = v(0) = 0. Lösen Sie diese Differenzialglei-
chung zuerst für s ′(t) auf und finden Sie dann durch Integration die Formel für s(t).
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6. In einem überfüllten Raum von 100 m3 Volumen enthält die Luft 0.25% Kohlendioxid(CO2).
Nun wird die Klimaanlage eingeschaltet, welche pro Minute 20 m3 frische Luft mit einem
CO2-Anteil von 0.01% einleitet. Diese Luft wird mit der Raumluft vermischt und die Mi-
schung wird mit einer Rate von 20 m3 pro Minute abgepumpt.


a) Stellen Sie eine Differenzialgleichung für die CO2-Menge (Volumen) auf.


b) Das in a) aufgestellte Modell berücksichtigt die Kohlendioxidproduktion durch die
Atmung der anwesenden Leute nicht. Wie muss das Modell abgeändert werden, wenn
man annimmt, dass diese Kohlendioxidproduktion 3.2 Liter pro Minute beträgt?


7. Die Kettenlinie
Welche Kurve beschreibt eine durchhängende Kette oder ein durchhängendes Seil (ohne
Biegesteifigkeit)?


Abbildung 10.2: Kettenlinie


Anleitung: Ohne Einschränkung der Allgemeinheit kann die Lösung so gewählt werden,
dass die Kurve symmetrisch zur y-Achse ist, also y′(0) = 0, dies vereinfacht die Lösung.
Betrachten Sie ein kleines Stück der Kette der Länge Δs zwischen den Stellen x und x+Δx,
wobei (Δs)2 = (Δx)2 +(Δy)2. Betrachten Sie die an den Enden des kleinen Stücks wirken-
den Zugkräfte und zerlegen Sie diese in eine horizontale und eine vertikale Komponente.
Die Differenz der Beträge der vertikalen Kräfte ist gleich der Gewichtskraft FG des kleinen
Kettenstücks welche proportional ist zu seiner Länge Δs, also FG = ρΔs. Dividiert man
die Differenz der Beträge der vertikalen Kräfte durch den Betrag der konstanten Horizon-
talkomponente, dann erhält man y ′(x + Δx) − y′(x). Dividiert man anschliessend durch
Δx, dann erhält man (für Δx → 0) y′′(x). Die andere Seite der Differenzialgleichung ergibt
dann einen Ausdruck der von y ′ abhängig ist. Substituiert man u(x) := y′(x) und damit
u′(x) := y′′(x) dann erhält man eine separierbare Differenzialgleichung erster Ordnung.
Um y = y(x) zu erhalten, braucht nur noch die Lösung u = u(x) integriert zu werden.
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A Lösungen


Lösungen zu den Aufgaben in Kapitel 1


1. Vorwärts: -5.9 °C/min; Rückwärts: -7.3 °C/min; Vorwärts und Rückwärts: -6.6 °C/min (be-
ster Näherungswert).


2. Vorwärts: -3.3 °C/min; Rückwärts: -3.5 °C/min; Vorwärts und Rückwärts: -3.4 °C/min (be-
ster Näherungswert).


3. Δt = 0.1; t = 11.4 min; Δt = 0.01; t = 11.43 min


4.
Δt in s v in m


s
0.1 15.5


0.01 15.05


0.001 15.005


0.0001 15.0005


5.
Δt y(3)


3 3


1 4.05


0.1 5.1863


0.01 5.358


0.001 5.376


0.0001 5.3778


Δt = 3 : Geradengleichung: y = 0.6t + 1.2; 0 � t � 3


Δt = 1 : Stückweise lineare Funktion:
y = 0.6t + 1.2, 0 � t � 1; y = 0.9(t − 1) + 1.8, 1 � t � 2; y = 1.35(t − 2) + 2.7,


2 � t � 3
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6.
t y y′


0 1 1
1
n


1 + 1
n


1 + 1
n


2
n


(
1 + 1


n


)2 (
1 + 1


n


)2
3
n


(
1 + 1


n


)3 (
1 + 1


n


)3
...


...
n
n


(
1 + 1


n


)n
7. a = −7.355 · 10−10 (Physikalische Einheit weggelassen). Temperatur nach 6 min T(6)=


327.19K = 54.19 °C.


8. k = −0.1 ; a = −0.5
(2984−2934) = −9.688 · 10−10


t in s T in K (Newton) T in K (Stefan-Boltzmann)


0 298 298


1 297.52 297.52


2 297.09 297.09


3 296.7 296.7


4 296.34 296.35


5 296.03 296.03


6 295.74 295.75


7 295.47 295.49


8 295.24 295.25


9 295.02 295.04


10 294.83 294.85
Die beiden unterschiedlichen Gesetze führen fast zum selben Resultat!


9. k in min−1


-0.174; -0.162; -0.153; -0.152; -0.144; -0.150; -0.157; -0.143; -0.154;
-0.157 Mittelwert: k = −0.155 min−1


10. k in min−1


-0.160; -0.150; -0.157; -0.155; -0.157; -0.155; -0.153; -0.160; -0.154;
-0.156 Mittelwert: k = −0.156 min−1


Lösungen zu den Aufgaben in Kapitel 2


1. Nach 1 s: v = 16 m/s, Tangente y = 16(t − 1) + 18; nach 2 s: v = 12 m/s, Tangente y =


12(t − 2) + 32
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2. f ′(1) = 2; f ′(2) = 4; f ′(3) = 6; f ′(4) = 8, Formel: f ′(x) = 2x


3. a) f(x) = 1
3
x3; f ′(1) = 1; f ′(2) = 4; f ′(3) = 9; f ′(4) = 16, f ′(x) = x2


b) g(x) =
√


x; g ′(0.25) = 2; g ′(1) = 0.5; g ′(4) = 0.25; g ′(x) = 1


2
√


x


Abbildung A.1: Aufgabe 4


Abbildung A.2: Aufgabe 4


4. Die Kurven haben bei x0 einen «Knick», dieser bleibt auch bei noch so starker Vergrösse-
rung. Die Linksseitige und die rechtsseitige Steigung ist jeweils verschieden. Die Ableitung
an der Stelle x0 existiert nicht, die Funktionen sind dort nicht differenzierbar.


5. a) f(2.99) ≈ f(3) − 0.01 · f ′(3) = 2.04;
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f(3.02) ≈ f(3) + 0.02 · f ′(3) = 1.92


b) f ′(5) ≈ 10
3


c) x ≈ 1.8


6. Exemplarisch c):
f ′(x) = limh→0


(x+h)3−x3


h
= limh→0


x3+3x2h+3xh2+h3−x3


h
= limh→0(3x2 + 3xh + h2) = 3x2


(vgl. auch Abschnitt 3.1)


7.


Abbildung A.3: Aufgabe 7a


Abbildung A.4: Aufgabe 7b
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Abbildung A.5: Aufgabe 7c


Lösungen zu den Aufgaben in Kapitel 3


1. a) f ′(x) = 20x4 + 12x3 − 16x + 27


b) f ′(x) = 2x(
√


x + x3) + x2( 1


2
√


x
+ 3x2)


c) f ′(x) = 5(2x2 − 3x + 8)4(4x − 3)


d) f ′(x) = −1


2
√


2000−x


e) f ′(x) = 2x3+4x√
x4+4x2


f) f ′(x) = 3
(1−x)4


g) f ′(x) = 5x(x2 + 5)3/2


h) f ′(x) =
√


x2 + 1 + x2√
x2+1


i) f ′(x) = 1
(x+2)2


j) f ′(x) = 3
(x+1)2


(x+2)4


k) f ′(t) = 40(5t − 3)


l) f ′(z) = 4(z3 − 4z + 8)3(3z2 − 4)


m) f ′(x) = −4
x2 (4 + 2


x
)


n) 75
x2 (4 − 5


x
)2


o) −6
(3x−2)3


p) −100
(2t+5)11
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q) 2(5a + 2x)(a2 − 5ax − x2)−3


r) 1
4
(u − v


x2 )


s) 3
2
x2(2x3 − 7)− 3


4


t) 8x3(3x4 + 1)− 1
3


u) 6x2(5 − 2x3)− 3
2


v) − 2
x2


√
5 + x2 + 2√


5+x2


2. a) f ′(x) = 2
3
x2 − 2


3
x − 4


3
; f ′′(x) = 4


3
x − 2


3
. Nullstellen bei x0 = 2.91; x1 = 0.84; x2 =


−2.25. Extrema: HOP(-1 | 2), TIP(2 | -1). Wendepunkt WEP(0.5 | 0.5).


b) Wendetangente y−0.5


x−0.5
= f ′(0.5) = −1.5, also y = −1.5x + 1.25


c)


Abbildung A.6:


d) y−0.5


x−0.5
= 2


3
, also y = 2


3
x + 1


6
. Bemerkung: Diese Gerade ist allerdings nur dann


senkrecht zur Tangente, wenn auf beiden Achsen dieselbe Einheit gewählt wird.


3. y′ = f ′(x) = 3x2 − 2x , f ′′(x) = 6x − 2


a) Weil der Graph durch den Ursprung verläuft und dort einen HOP hat, ist die x-Achse
(y = 0) eine Tangente. Es gibt eine weitere Tangente durch den Ursprung. Betrachtet
man den Berührpunkt P(x1 | y1) folgt, dass gelten muss: y1


x1
= f ′(x1) ⇒ x3


1−x2
1


x1
=


3x2
1 − 2x1 ⇒ x1 = 0 oder x1 = 1


2
. Für x1 = 1


2
erhält man die Tangente y = −1


4
x.
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Abbildung A.7:


b) HOP(0 | 0), TIP(2
3


| −4
27


)


c) WEP(1
3


| −2
27


)


d) Durch die Punkte R(1 | 0) und S(−1
3


| −4
27


)


4. (a) a = 9
2


, (b) a = −13
4


, (c) a = 3


5. f(x) = x3 − 9x2 + 24x − 12


6. a) f(x) = x3 − 3x2 + 2x


b) Nullstellen bei x0 = 0; x1 = 1; x2 = 2


c) HOP(0.42 | 0.38); TIP(1.58 | − 0.38)


d) Wendetangente y = −x + 1


7. (a) r = 3


√
V
2π


h = 3


√
4V
π


(b) r = 3


√
V
π


; h = 3


√
V
π


8. h = 4
3
R, r = 2


√
2


3
R.


9. a) 6.35 m b) 7.02 m.


10. Grundkante x = 2
√


2s
5


11. a = 6, F = 108


12. P(-3 | 1.5)


13. tan(ϕ) =


√
v2


1−v2
2


v2
oder cos(ϕ) = v2


v1


14. (a) f(x) = x2 + 3x + c (b) f(x) = 4
3
x3 − 5


2
x2 + x + c


15. a) f(x) = x3 − 6x2 + 9x


b) TIP(3 | 0); HOP(1 | 4); WEP(2 | 2)


c) m1 = 0; m2 = 9


d) m1 = −3; m2 = 24
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16. v =
√


2al


17. Ecke auf f: P(0.4368 | 1.3104), Ecke auf g: Q(0.8736 | 1.3104).
Länge des Rechtecks=0.4368, Breite=1.3104


18. a) k = 3


b) f(u) = g(u) = v und f ′(u) = g ′(u)


c) k = 3, B(1 | 2)


d) Tangente y = 6x − 4


e) k = −15
4


, Schnittwinkel 1.428°


Lösungen zu den Aufgaben in Kapitel 4


1. Tangentensteigung bestimmen mit [
�


�


�


�
menu , 8: Messung, 3: Steigung] (vgl. Abb. 4-1). Ver-


hältnis zwischen der Tangentensteigung (1. Ableitung) und dem Funktionswert, Anleitung:
Schreiben Sie mit [


�


�


�


�
menu , 1: Aktionen, 6: Text] einen Bruch, z.B. m


y
. Wählen Sie dann


[
�


�


�


�
menu , 1: Aktionen, 8: Berechnen] und zeigen Sie auf den Bruch. Sie können nun für m


und y die Tangentensteigung resp. den y-Wert des Punktes P auswählen. Ergebnis:


Das Verhältnis m
y


ist konstant und nur von b abhängig. Für b ≈ 2.7 beträgt es 1.


2. (a) f ′(x) = 1 + ex (b) f ′(x) = ex + xex (c) f ′(x) = −2e−2x


(d) f ′(x) = 2xex2 (e) f ′(x) = 2(x − 2)e(x−2)2 (f) f ′(x) = ln(10) · 10x


(g) f ′(x) = ln x + 1 (h) f ′(x) = 1


2x
√


ln x
(i) f ′(x) = 1


2x


(j) f ′(x) = 2x+2
x2+2x


(k) f ′(x) = 2x · ln(x2) + 2x (l) f ′(x) = (2x − 3x4)e−x3


3. a) f(x) = e−x2 ; f ′(x) = −2xe−x2 ; f ′′(x) = e−x2
(4x2 − 2)


Extrema: y′ = 0 ⇒ x = 0; HOP(0 | 1)


Wendepunkte: y′′ = 0 ⇒ x = ±
√


2
2


; WEP1(
√


2
2


| e− 1
2 ); WEP2(−


√
2


2
| e− 1


2 )


b) Für die Dreiecksfläche gilt:
A = xe−x2 ; A ′ = e−x2


(1 − 2x2); A ′′ = e−x2
(4x3 − 6) Extremum bei A ′ = 0; ⇒ x0 =√


2
2


; A ′′(x0) < 0; Maximum
Eckpunkte des Dreiecks (0 | 0); (±


√
2


2
| e− 1


2 )


c) Der Berührpunkt B ist derjenige Punkt der Kurve, der 0 am nächsten liegt:
d2 = |OB|


2
= x2 + e−2x2 ; (d2)′(x) = 2x(1 − 2e−2x2 ; (d2)′ = 0 ⇒ x = 0 oder x =


0.5887 ⇒ r = 0.92


d) k = 2.913; P(0.177 | 2.823) oder k = 511.7; P(2.82 | 0.18)


4. a) λ = ln 2
τ


= 0.04621 min−1 = 7.7016 · 10−4 s−1


b) 64.8 min
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5. a) 0.5 mm


b) 3.32 mm


c) 93.75%


6. a) y′ = 12e0.2x; b) y′ = 25e−2x; c) y′ = 10e−3e3x; d) y′ = 5e x ln 2
3


7. a) y′ = 0.025y; y(0) = 3; b) y = 3e0.025t; c) 3.0377 g; 3.03759 g d) 1.0253; 2.53% e) 27.7 h


8. a) λ = ln 2
T1/2


; b) 1.26 g


9. a) y = 60000e−kt mit k =
ln 4/3


5
≈ 0.0575; y′ = −ky; y(0) = 60000


b) Δy = −3355 Fr. ; 5.59%


c) 3000 Fr./a ; 3355 Fr./a ; 3444 Fr./a ;
3452 Fr./a


d) 3452 Fr./a ; 3259 Fr./a


e)
Jahr Monat Woche Tag


5.59% 5.74% 5.7505% 5.7532%


f) 5.7536%


10. b) Aus f(x) = xn folgt f ′(x) = nxn−1 und f−1(x) = n
√


x, x � 0.
Damit ist (f−1)′(x) = 1


n( n
√


x)
n−1 = 1


nx
n−1


n
= 1


n
x


1−n
n .


11. a) e−1 b) e−2


c) Maxima bei a = e
√


5−1
2 und bei a = e−


√
5+1
2 . Minimum bei a = 1 und bei a = e.


Lösungen zu den Aufgaben in Kapitel 5


1. a) y = 10 · e0.2x


b) y = 25 · e−0.4x


c) y = 20 · e−4 · e2x


2. a) L.S.: y′ = 1


2
√


t+C
; R.S.: 1


2y
= 1


2
√


t+C
Es ist L.S.=R.S.


Bestimmung von C : y(3) =
√


3 + C = 17, also ist C = 286.


b) L.S. : y′ = 1
(C−t)2 , R.S.: y2 =


(
1


C−t


)2
= 1


(C−t)2 , also L.S.=R.S. ; C = 0.2


c) L.S.: y′ = 1


(C−2t)3/2 , R.S.: y3 =
(


1√
C−2t


)3


= 1


(C−2t)3/2 ; also ist L.S.=R.S. C = 1
25


3. a) L.S.:y′ = −m
S


Ce− m
S t;


R.S.: m(1 − y


S
) = m


(
1 − S+Ce


− m
S t


S


)
= m


(
1 − 1 − Ce


− m
S t


S


)
= −m


S
Ce− m


S t; also ist
L.S.=R.S.
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b) L.S.: y′ = Skae−kt


(1+ae−kt)2 ;
R.S.: ky(1 − y


S
) = ky − ky2


S
= kS


1+ae−kt − kS
(1+ae−kt)2 =


kS(1+ae−kt)2−kS


(1+ae−kt)2 = Skae−kt


(1+ae−kt)2 .


Also ist L.S.=R.S.


4. m S limt→∞ y limt→−∞ y


+ + S +∞|y0 > S; −∞|y0 < S


+ − +∞|y0 > S; −∞|y0 < S S


− + +∞|y0 > S; −∞|y0 < S S


− − S +∞|y0 > S; −∞|y0 < S


5. a) Die Differenzialgleichung kann in der Form T ′ = 0.1(20 − T) geschrieben werden,
es handelt sich um ein beschränktes Wachstum. Lösung: T(t) = 20 + 60e−0.1t. Nach
6.93 min beträgt die Temperatur noch 50°C.


b) T(t) = 15 + 75e−kt, k =
ln(65)−ln(75)


4
≈ −0.035775, 21.3 min


c) Tu = 157.4°C; 49 min


6. y′ = −0.04y + 6 = 0.04(150 − y), bechränktes Wachstum: y = 150(1 − e−0.04t)


7. a) y(t) = 8 · 2 t
10 = 8 · e


t·ln(2)
10 ; y(120) = 32768


b) Logistisches Wachstum: y(120) = 119.6. Stärkstes Wachstum nach 38 Monaten.


150 ©Texas Instruments 2010







8. a) Logistisches Wachstum


Abbildung A.8:


b) Sättigungsgrenze ca. 12, Gleichung hängt etwas vom gewählten Messpunkt ab.


c) Siehe Abbildung 2


Abbildung A.9:


9. B′ = a · B · (1 − B
S
) − c · B · R


R ′ = d · B · R − e · R
Ein Vergleich mit dem ursprünglichen Modell (Abschnitt 5.4 und 5.5.) zeigt, dass ein
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deutlich anderes Verhalten vorliegt. Beim ursprünglichen Modell ergeben sich periodisch
schwankende Populationen, während beim hier untersuchten Modell sich die Populationen
auf einen Gleichgewichtszustand hin einpendeln. Genauere Untersuchungen werden wir
im Kapitel 7 durchführen.


10. a) Es ist g(x) = cx
x+d


= c


1+ d
x


, also ist limx→∞ g(x) = c, der Graph von g nähert sich
asymptotisch dem Sättigungswert c an. Weiterhin ist g ′(x) = cd


(x+d)2 , g ′(0) = c
d


. Für
x nahe bei 0 wächst g angenähert proportional zu x mit dem Proportionalitätsfaktor
c
d


.


b) K: Kaninchen; F: Füchse


K ′ = aK(1 −
K


b
) − Fg(K) = aK(1 −


K


b
) − F


cK


K + d


F′ = eF(1 −
F


fK
)


c)


d) Ändert man die Anfangswerte, so ergibt sich dasselbe Langzeitverhalten. Unabhän-
gig von den Anfangswerten nähert sich also das System demselben periodischen Ver-
halten an, man spricht auch von einem Grenzzykel. Beim Lotka-Volterra-Modell aus
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Abschnitt 5.4 dagegen hängen Periode und Amplitude von den Anfangsbedingungen
ab.


e) Die Variation des Parameters c erfolgt am besten mit einem Schieberegler: Zwischen
c = 20 und c = 25 ändert sich das System qualitativ grundsätzlich: Für die kleineren
Werte von c gibt es einen Gleichgewichtszustand, dem sich das System nähert, für
die grösseren Werte von c dagegen ein periodisches Verhalten.


11. a) H ′ = 0.2H(1 − H
10


), H(0) = 0.5,
H(t) = 5·e0.2t


10+0.5(e0.2t−1)
, H(t) = 5 ⇒ t = 14.7


b) H ′ = 0.2H(1 − H
10


) − 0.01AH und A ′ = 0.1H


Maximum Hefe bei t ≈ 24, H(t) ≈ 6.2


Gärung beendet nach t ≈ 116, A(t) ≈ 24.7. Die Resultate wurden mit Euler-Methode
Δt = 1 ermittelt.


©Texas Instruments 2010 153







Anhang A. Lösungen


c)


H ′ = 0.2H(1 −
H


0.4Z
) − 0.01AH


A ′ = 0.1Z


z ′ = −0.25H


Anfangswerte: A(0) = 0, H(0) = 0.5, Z(0) = 25


(Euler-Methode, Δt = 0.2)


12. Mit einem Zeitschritt von Δt = 0.1 erhält man folgenden Verlauf:


Die Krankheit erreicht ihr Maximum nach 12.6 Tagen mit 28430 Infizierten.


13. Aus I ′ = 0 folgt S = b
a


= 6250


14. I ′ = I(aS − b) � 0, ⇒ aS � b; a � b
S


= 1.39 · 10−6


15. b = 1
4
; a = pq = 1


6
· 0.003 = 0.0005 = 5 · 10−4 Der Verlauf ist hier dargestellt mit den


Anfangswerten S(0) = 4500, I(0) = 200, R(0) = 300
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16. S ′ = −10−5SI − 0.2S; R ′ = 0.0625I + 0.2S


In den ersten drei Tagen werden ca.19’700 geimpft, insgesamt ca. 37300 (Euler-Methode
mit Δt = 0.1)


Freier Fall


17. L.S. = R.S. (ausrechnen und einsetzen).


18. Man zeige, dass s ′(t) = v(t) und s(0) = 0


19.


20. m1 = 1 kg m2 = 0.2 kg m3 = 4 kg ohne LW


Weg nach 1 s 4.59 m 3.61 m 4.82 m 4.91 m


Weg nach 2 s 17.25 m 11.14 m 18.98 m 19.62 m


Zeit für 200 m 8.09 s 21.39 s 6.74 s 6.39 s


v nach 200 m 39.31 m/s 9.81 m/s 56.16 m/s 62.64 m/s
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21. dv
dt


= 0 ⇒ v = −mg


b


m1 = 1 kg m2 = 0.2 kg m3 = 4 kg


|vgrenz| 49.1 m/s 9.81 m/s 196.2 m/s


Zeit bis 99% 23.03 s 4.6 s 92.1 s


Weg 887 m 35.4 m 14185 m


22. d in mm 0.1 1 2 5 10


vgrenz in m/s 1.467 4.64 6.56 10.37 14.67


t90% in s 0.22 0.7 1 1.6 2.2


s90% in m 0.18 1.8 3.7 9.5 18.2


Lösungen zu den Aufgaben in Kapitel 6


1. W[1;11] = (2 · 2 + 2.5 · 2 + 2 · 2 − 1 · 2 − 2 · 2) kWh = 7 kWh


W(t) =


⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩


2(t − 1); 1 � t < 3


2.5(t − 3) + 4; 3 � t < 5


2(t − 5) + 9; 5 � t < 7


−(t − 7) + 13 7 � t < 9


−2(t − 9) + 11 9 � t � 11


2. a) 28.73 b) S4 = 34.28, s4 = 22.14


3. Obersumme= 74 m; Untersumme = 44 m


4. a) m = 1400 − 60x


b) n = 2 : (95 kJ; 125 kJ); n = 5 : (104 kJ; 116 kJ); n = 10 : (107 kJ; 113 kJ) ; Zwischen-
summe 110 kJ


5. Sn − sn = Δx(f(b) − f(a)) für n → ∞ geht Δx → 0, also Sn − sn → 0


6. a) (0.2025; 0.3025); (0.245025; 0.255025); (0.2495; 0.2505); 0.25 ± 0.0005


b) (1.90525; 2.20525); (2.03549; 2.06549); (2.04895; 2.05195); 2.05...


c) (35.625; 48.125); (41.0438; 42.2938); (41.6042; 41.7292) 41.6...


d) (0.465567; 0.473368); (0.469174; 0.469954); (0.469526; 0.469604); 0.469...
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7. a) 4.5 b) 8 c) 2π


8. a) x3


3
+ 3x + C b) 2x


3
2 + x + C c) C d) x6


3
− 3x5


5
+ 7x2


2
+ C


e) ex + C f) 2 ln |x| − 5ex + C g) 1
2


ln |x| + 1
x


+ C h) 5x − ln |x| + C


i) 1
5


j) 65
2


k) −1 l) 5 ln
(


3
2


)
m) 4 n) 4


11
o) 4 p) −53


3


9. F(x) = x3


3
− x2 − x + 2


10. a) S[1;11] = 0.5 · 2 + 1 · 2 + 2 · 2 + 1 · 2 + 0.5 · 2 = 10


S[1;11] = f(x1) · Δx + f(x2) · Δx + f(x3) · Δx + f(x4) · Δx + f(x5) · Δx


b) W[1;11] ≈ 10


Wa(x) =


⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩


0.5(x − 1); 1 � x < 3


(x − 3) + 1; 3 � x < 5


2(x − 5) + 3; 5 � x < 7


(x − 7) + 7; 7 � x < 9


0.5(x − 9) + 9; 9 � x � 11


c) x y = Fa(x) y′ = f(x)


a = 1 0 0.5


3 0.5 · 2 = 1 1


5 1 + 1 · 2 = 3 2


7 3 + 2 · 2 = 7 1


9 7 + 1 · 2 = 9 0.5


b = 11 9 + 0.5 · 2 = 10


y(b) = Fa(b) = f(x1) ·Δx + f(x2) ·Δx + f(x3) ·Δx + f(x4) ·Δx + f(x5) ·Δx = 0.5 · 2 + 1 ·
2 + 2 · 2 + 1 · 2 + 0.5 · 2 = 10


d) Fa(x) = Wa(x), insbesondere auch Fa(b) = Wa(b)


11. a) 4/3 b) 8/3; 5/12


12. 10.1


13. −5.5


14. 3; 4.8541; -1.8541


15. a) −3; 3 b) k · 2π c) k · π d) R e) k · π f) −2 < a < 2
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16. a) a) A ′(x) = cos(x) b) A ′(x) = cos(x) c) A ′(x) = ln(x) d) A ′(x) = ln(x3)


b) A(a) = 0; zwei Nullstellen von A(x) z.B. f(t) = mt + b; m �= 0; Unendlich viele
Nullstellen von A(x), z.B. f(t) = sin(t)


17. 9


18. 17.6


19. a) 9.8 °C; b) 12.2 °C


20. a) 4π b) 3/2 c) (1.2;
√


1.23)


21. a) Nullstellen bei x = 0; x = 3; x = 5; TIP(0 | 0); HOP(1.8 | 3.1); TIP(4.2 | -4.2); WEP(3.22 | -
1.04); WEP(0.78 | 1.41)


b) Tangente y = −x + 5; Beide haben den Inhalt 8.1


c) Beide Flächenstücke haben den Inhalt 5.4


22. A(t) = t
6


+ 1
4t


; Minimum bei t =
√


3
2


=
√


6
2


23. a) 108.5 b) 1 Einheit=1.48 cm


24. a) A = 4π cm2


b) V = 2.16 dl


c) h = 3.56 cm


25. Kegel: V = 1
3
πr2h, Kugel: V = 4


3
πr3.


26. ΔVi = 2πxi · Δx · f(xi); V = 2π
∫10


0
xf(x)dx = 150π


27. a) mi = 2π
∑n


i=1(−5 · 10−7r3
i + 50ri)Δr


b) m = 2π
∫104


0
(−5 · 10−7r3 + 50r)dr = 7, 854 · 109 kg


c) m
2


= 2π
∫x


0
(−5 · 10−7x3 + 50x)dx; x = 5.4 · 103 m
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Lösungen zu den Aufgaben in Kapitel 7


1. und 2.


3. Lotka-Volterra mit logistischem Wachstum


a) K ′ = 0 ⇒ K = 0 oder F = −2 · 10−3K + 20


F′ = 0 ⇒ F = 0 oder K = 1000


Gleichgewichtspunkte: G1 = (1000; 18); G2 = (0; 0); G3 = (10′000; 0).


b) Analyse des Phasenraums:


c) Die Trajektorie windet sich um den Gleichgewichtspunkt G1, d.h. das System wird
um diesen Gleichgewichtspunkt schwingen.


d) vgl. f)


e) –


f) Im nachfolgenden Bild wurde derselbe Fensterausschnitt gewählt wie bei b)
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g) Der Gleichgewichtspunkt G1 ist attraktiv. Alle Trajektorien verlaufen spiralförmig in
G1 hinein, d.h. das System nähert sich immer mehr diesem Gleichgewichtspunkt, es
schwingt gedämpft um ihn.


h) Der attraktive Gleichgewichtspunkt verschiebt sich und liegt letzt bei G1 = (1500 | 16).
Die Anzahl der Kaninchen wird sich trotz der Bejagung langfristig um 50% erhöhen!
Die Anzahl Füchse wird dagegen langfristig kleiner werden als ohne Bejagung.


4. a) Je grösser x ist, umso langsamer wächst y und umgekehrt. Das Wachstum kann
sogar negativ werden. Allerdings beschränkt auch die eigene Grösse das Wachstum
(begrenzte Ressourcen!). Wenn x und y sehr klein sind, dann wachsen beide Grössen
angenähert exponentiell, weil dann x ′ ≈ 0.15x und y′ ≈ 0.03y. Ist y = 0, dann wächst
x logistisch, weil dann x ′ = 0.15(1 − 0.005x)x = 0.15(1 − x


200
)x. Der Sättigungswert


liegt also bei 200. (Ohne x wächst auch y logistisch.) Die Sorte x wächst wesentlich
schneller als y, weil 0.15>0.03 ist. Dagegen hat y einen stärkeren Einfluss auf x als
umgekehrt (-0.01y in der Gleichung von x’ gegenüber 0.006x in der Gleichung von
y’).


b) x ′ = 0 ⇒ y = −0.5x + 100 oder x = 0


y′ = 0 ⇒ y = −1.2x + 200 oder y = 0
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c) Gleichgewichtspunkte G1 = (142.86; 28.57); G2 = (0; 0) : G3 = (200; 0); G4 = (0; 200)


d) Trajektorien


e) Eine Koexistenz von X und Y ist nicht möglich, der Gleichgewichtspunkt G1 ist ab-
stossend, Trajektorien, die in seiner Nähe beginnen, laufen stets von ihm weg.


f) Jede mögliche Trajektorie verläuft entweder zum Gleichgewichtspunkt G3 oder dann
zum Gleichgewichtspunkt G4. Theoretisch gibt es eine Trajektorie, die zum Punkt G1


hin verläuft. Diese ist die Trennlinie zwischenden beiden Gebieten. Um diese Tra-
jektorie zu zeichnen, kann man einen Trick verwenden. Man kehrt die Richtung des
Vektorfeldes um, d.h. man wechselt bei x ′ und bei y′ das Vorzeichen. Dann zeichnet
man diejenigen Trajektorien, die unmittelbar rechts resp. links von G1 beginnen. So
erhält man in guter Näherung die Trennlinie zwischen den Einzugsbereichen von G3


und G4.


g) Die Untersuchung des Modells legt diesen Schluss nahe!


5. May-Modell


a) x:Kaninchen, y : Füchse
Nullklinen: x ′ = 0 : x = 0 oder y = −0.000012(x − 1000)(x + 100);
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y′ = 0 : y = 0 oder y = 0.02x


Die Gleichgewichtspunkte sind (0;0); (1000;0); (113.6;2.272)


b)
Mit den eingezeichneten Nullklinen:


c) Je nach Grösse von c gibt es einen Grenzzyklus oder einen attraktiven Gleichgewichts-
punkt.


d) 12.1
450


≈ 0.0269


6. a) G1(8.8;8.8), G2(92;92), G3(9907;9907)


b) y1′ = 1
ln(10)


(
8 · 10−y1 − 1 + 10−2·10y2


1+10−6·10y1+y2


)
y2′ = 1


ln(10)


(
8 · 10−y2 − 1 + 10−2·10y1


1+10−6·10y1+y2


)


c) G1 und G3 sind attraktiv, G2 ist repulsiv.
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Die Kurve durch G2 ist keine Trajektorie sondern die sog. Separatrix, sie trennt die
Einzugsgebiete von G1 und G3. Hinweis zur Erstellung der Separatrix in der Lösung
von Aufgabe 2.


d) Im Einzugsbereich von G3 herrscht Immunität. Da es sich um eine logarithmische
Skala handelt, ist das Gebiet um G1 sehr klein. E1 und E2 müssten beide sehr klein
werden, damit das System wieder in den Einzugsbereich von G1 (keine Immunität)
fällt.


Lösungen zu den Aufgaben in Kapitel 8


1. a) f ′(x) = x cos(x)−sin(x)
x2


b) f ′(x) = 1
cos(x)+1


c) f ′(x) = 3 cos(3x) − 3 sin2(x) cos(x)


d) f ′(t) = 2 sin(t) cos(t)esin2(t)


e) f ′(x) = −
2 cos(x)


sin3(x)


f) f ′(x) = −2e2x sin(e2x)


g) f ′(t) = (cos(t) − 0.1 sin(t)) e−0.1t


h) f ′(x) = 1
cos2(x2+2)


(2x + 2) = (1 + tan2(2x + 2))(2x + 2)


2. a) T[0;24] = 25 °C; T[8;16] = 31.62 °C


b) 6.48 � t � 17.52
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c)
∫17.52


6.48
(T(t) − 26)0.05dt = 2.48 Fr.


3. l = 8.32 m


4. a) 1.26 m/s


b) 0.042 m; 0.67 m/s


c) 0.027 m; -1.06 m/s


d) 0.154 kg


5. 1
3π


m≈0.106 m


6. x = α
4


Lösungen zu den Aufgaben in Kapitel 9


1. e = e1 = 1 + 1
1! + 1


2! + 1
3! + 1


4! + . . .. Diese Reihe konvergiert viel schneller gegen e als die
Folge (1 + 1


n
)n.


2. 1 + x
2


− x2


8
+ x3


16
− 5x4


128
+ 7x5


256


3. a) x − x3


2! + x5


4! − x7


6!


b) x − x3


3·3! + x5


5·5! − x7


7·7!


c) x − x3


3
+ x5


10
− x7


42


4. a) y = a0


(
1 + x2 + 1


2!x
4 + 1


3!x
6 + · · · + 1


n!x
2n + · · · )


b) a0 = 0; a1 = 0; an = an−1


n−2
für n > 2; also ist an = a2


(n−2)!


y = a2(x2 + x3


1! + x4


2! + . . . + xn


(n−2)! + · · · )


5. a) an+1 = an


n+1
+ (−1)n 4


(n+1)! ; a0 = −1 y = −1 + 3x − x2


2
+ x3


2
− x4


24


b) an = 1−2(−1)n


n!


Lösungen zu den Aufgaben in Kapitel 10


1. a) y = ±√
2x + c


b) y = ±√
3x2 + c


c) y = Cx3


d) y = 3 − ce1/x


e) y = Cex2/2


f) y = 1
x+c
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2. a) y = sin x + cos x
x


+ c
x


b) y = cex − x − 2


c) y = 3x−1
9


+ 1
2
e−x + ce−3x


d) y =
cos(x)+x sin(x)+c


x


e) y = c · ex2


2 − 5


3. a) k =
− ln(19/14)


5
°C


min ≈ −0.06107 °C
min , T ′(0) = 76k ≈ −4.64 °C


min , T ′(5) = 56k ≈
−3.42 °C


min
b) 14.7 min


4. a)


y =


⎧⎨
⎩


1
4
(c − kt)2 ; t � c


k


−1
4
(c − kt)2 ; t > c


k


Bemerkung: y = 0 ist ebenfalls eine Lösung dieser Differenzialglg. Die physikalisch
sinnvolle Löung ist:


y =


⎧⎨
⎩


1
4
(c − kt)2 =


(
c
2


− kt
2


)2 ; t � c
k


0 ; t > c
k


Für den Anfangswert gilt y0 = y(0) = 1
4
c2, also ist c = 2


√
y0. Setzen wir dies ein,


erhalten wir die Lösung:


y =


⎧⎨
⎩
(√


y0 − kt
2


)2 ; t � 2
√


y0


k


0 ; t >
2
√


y0


k


b) Bei y0 = 1.2 m ist y′ = −0.0025 m
min , also ist


k = − y′√
y


= 0.0022822
√m
min .


y(t) = 1 m ⇒ t = 83.64 min. Nach t =
2
√


y0


k
= 960 min ist die Tonne leer.


5. s(t) = g


k2 (−e−kt + kt + 1); dabei ist g ≈ −9.81 m
s2


6. a) y′ = 0.002 − 0.2y; y(0) = 0.25 b) y′ = 0.0052 − 0.2y; y(0) = 0.25


7. y = 1
2k


(ekx + e−kx) = 1
k


cosh(kx)
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B Eine Übersicht über die wichtigsten
Funktionen


1. Die lineare Funktion


Die linearen (oder affinen) Funktionen sind definiert durch die Gleichung


y = f(x) = mx + b.


Der Graph von f ist eine Gerade mit der Steigung m und dem y−Achsenabschnitt b.
Ist b = 0, gilt also y = mx, dann spricht man von Proportionalität. y ist dann proportional zu x,
m heisst Proportionalitätsfaktor.


Beispiel: Nachstehend sind die Graphen von f1(x) = 0.5x − 1.5,
f2(x) = −x + 2 und f3(x) = 2x gezeichnet.


1


2


1 2 3


−1


−2


−3


−1−2−3−4


f1


f3


f2


Ist eine lineare Funktion gegeben durch den Punkt P(u | v) und die Steigung m, dann lässt sich
die Funktionsgleichung direkt wie folgt notieren:


y = m(x − u) + v.
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Anhang B. Eine Übersicht über die wichtigsten Funktionen


2. Die quadratische Funktion


Der Graph der Funktion f1 mit der Gleichung y = x2 heisst Normalparabel. Durch Strecken in
y−Richtung mit dem Faktor a erhalten wir die Parabel mit der Gleichung y = ax2.


Beispiel: f2 : y = 0.5x2.


Durch Schieben der Parabel f2 in x-Richtung um u und in y-Richtung um v erhält man die
zur Parabel f2 kongruente Parabel f3 mit dem Scheitelpunkt S(u; v) und der Gleichung f3 : y =


a(x − u)2 + v (Scheitelpunktsform) respektive y = ax2 + bx + c (Normalform).


Beispiel: u = 2, v = −1.


Scheitelpunktsform: y = 0.5(x − 2)2 − 1; Normalform y = 0.5x2 − 2x + 1.


1


2


3


4


1 2 3


−1


−1−2−3−4
f3


f1


f2


Mit der Differenzialrechnung lässt sich der Scheitelpunkt einfach bestimmen, er ist die einzige
Extremalstelle der Funktion.
Beispiel y = 2x2 − 5x + 2, y′ = 4x − 5, y′ = 0 ⇒ x = 5


4
, y(5


4
) = −9


8
, also ist der Scheitelpunkt


S(5
4


| − 9
8
).
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1


2


1 2 3


−1


−2


−3


−1−2−3−4


3. Polynomfunktionen


Eine sehr wichtige Klasse von Funktionen sind die Polynomfunktionen, die linearen und qua-
dratischen Funktionen gehören auch dazu.


Definition:
Unter einer Polynomfunktion n-ten Grades versteht man eine Funktion, die durch die folgende
Gleichung bestimmt ist:


y = f(x) = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0; an �= 0


Beispiele:


1. y = 3x5 − 2x3 + 7x2 − 1 (5-ter Grad)


2. y = 22x10 − 2x7 + x6 − 3x3 + 2x (10-ter Grad)


3. y = 2x2 − 3x + 5 (2-ter Grad)


4. y = 3x − 2 (1-ter Grad)


5. y = 5 (0-ter Grad)


Wichtige Sätze:


• Ein Polynom n-ten Grades hat höchstens n Nullstellen, d.h. die Gleichung anxn+an−1xn−1+


. . .+a1x+a0 = 0 hat höchstens n Lösungen. (Z. B. hat eine quadratische Gleichung höch-
stens zwei Lösungen, ein Gleichung dritten Grades höchstens drei Lösungen etc.)


• Hat ein Polynom n-ten Grades die Nullstellen x1, x2, . . . xn, dann lässt es sich in der Form
a(x−x1)(x−x2) · · · (x−xn) darstellen. Diese Darstellung heisst Zerlegung in Linearfaktoren.
Auf diese Weise lässt sich auch (bis auf den Faktor a) ein Polynom n-ten Grades mit n


gegebenen Nullstellen bestimmen.
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Anhang B. Eine Übersicht über die wichtigsten Funktionen


• Ein Polynom mit ungeradem Grad hat immer wenigstens eine Nullstelle, ein Polynom mit
geradem Grad kann auch gar keine Nullstelle haben.


Untersuchung von Polynomfunktionen mit Hilfe der Differenzialrechnung


y = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0


y′ = nanxn−1 + (n − 1)an−1xn−2 + . . . + 2a2x + a1


y′′ = n(n − 1)anxn−2 + (n − 1)(n − 2)an−1xn−3 + . . . + 2a2


Es gilt also:


• Die erste Ableitung einer Polynomfunktion vom Grad n ist eine Polynomfunktion vom
Grad n − 1 und die zweite Ableitung ist eine Polynomfunktion vom Grad n − 2. Daraus
folgt:


• Eine Polynomfunktion vom Grad n hat höchstens n − 1 Extremalstellen (Hoch- und Tief-
punkte).


• Eine Polynomfunktion vom Grad n hat höchstens n − 2 Wendestellen (Wendepunkte).


Beispiel


1


2


1 2 3


−1


−2


−3


−1−2−3−4


Die Kurve weist vier Nullstellen, drei Extremalstellen und zwei Wendepunkte auf. Es handelt
sich um den typischen Verlauf der Kurve einer Polynomfunktion vierten Grades, es handelt sich
um die Funktion y = 0.1x4 − 0.3x3 − x2 + 2, 4x + 1.5
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4. Potenzfunktionen y = xp


Dies sind die Funktionen mit der Gleichung y = f(x) = xp; p ∈R. Die Graphen gehen alle
durch den Punkt (1 | 1) und für p > 0 noch durch (0 | 0).


Natürlichzahliger Exponent


p = n, n ∈ N. Ist n gerade, dann ist der Graph von y = xn symmetrisch zur y-Achse, ist n


ungerade, dann ist der Graph symmetrisch zum Ursprung.
Nachstehend die Graphen von y = xn für n = 2, 3, 4, 5.


1


2


1


−1


−2


3


−1−2
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Negativ ganzzahliger Exponent


p = −n, n∈N. Die Funktionen lassen sich nun in der Form y = x−n darstellen.
Gleiches Symmetrieverhalten wie im vorangehenden Abschnitt.
Nachstehend sind die Graphen von y = x−n für n = 1, 2, 3, 4 gezeichnet.


1


2


3


4


5


6


7


8


1 2 3


−1


−2


−3


−4


−5


6


−1−2−3−4
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Gebrochener Exponent


p ∈ Q, d.h. p = r
s


Es ist y = f(x) = x
r
s = s


√
xr. f ist nur für x � 0 definiert. Insbesondere erhält


man für r = 1 die Wurzelfunktionen.


Nachstehend sind die Graphen von y = xp gezeichnet für p = 1
2
, 1


5
, 4


3
.


1


2


3


1 2 3


5. Exponential- und Logarithmusfunktionen


Jede Exponentialfunktion kann mit Hilfe der Eulerschen Zahl e dargestellt werden, denn es ist
b = eln b und also bx = ex ln b. Die allgemeine Form der Exponentialfunktion ist demnach


y = f(x) = Aekx,


A ist der Anfangswert.
Für k > 0 ist f streng monoton steigend und für x → −∞ geht sie asymptotisch gegen 0.
Für k < 0 ist f streng monoton fallend und für x → ∞ geht sie asymptotisch gegen 0.
Nachstehend die Graphen von y = ekx für k = 1, −1, 0.2, 2.


1


2


1 2 3


−1−2−3−4


Die Logarithmusfunktionen sind die Umkehrfunktionen der Exponentialfunktionen.
Die Umkehrfunktion von y = f(x) = ekx ist y = f−1(x) = 1


k
ln(x).


Nachstehend der Graph von y = ln(x)
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1


2


1 2 3 4 5 6 7


−1


−2


−3


−1


6. Die trigonometrischen Funktionen


Hier sind vor allem die Sinus- und die Cosinusfunktion von Bedeutung sowie die allgemeine
Sinusfunktion. In der nachstehenden Abbildung sind die Graphen von y = sin(x) und y = cos(x)


dargestellt.


1


−1


−2


π 2π−π−2π


Die allgemeine Sinusfunktion hat die Form y = a · sin(ω(x + b)) + c.
Wir betrachten zuerst die Funktion y = a · sin(ωx), Beispiel y = 3 · sin(2x).
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1


2


3


−1


−2


−3


−4


π 2π−π−2π


a heisst Amplitude, T = 2π
ω


heisst Periodenlänge oder Schwingungsdauer. Im Beispiel ist a = 3


und T = π.


Ersetzt man x durch x+b, bewirkt dies eine Verschiebung in x-Richtung um −b. Der Parameter
c bewirkt schliesslich eine Verschiebung in y-Richtung um c.
Beispiel: y = 3 · sin(2(x + 1)) − 2


1


2


−1


−2


−3


−4


−5


π 2π−π−2π
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C Einfache affine Transformationen einer
Funktion (Funktionsverwandtschaften)


Einleitung


In vielen Fällen ist es von Bedeutung, die Kurve einer Funktion (z.B. y = x2, y = sin(x), y = 2x


etc.) im Koordinatensystem etwas zu verändern (transformieren). Als Beispiel betrachten wir
die Funktion y = f(x) = 0.07x(x + 4)(x − 6). Die wichtigsten Transformationen sind dabei:


1. Streckung in y-Richtung.
Beispiel: f(x) wird in y-Richtung mit dem Faktor 2 gestreckt, ergibt f1(x).


2. Streckung in x-Richtung.
Beispiel: f(x) wird in x-Richtung mit dem Faktor 2 gestreckt, ergibt f2(x).


3. Verschiebeung in y−Richtung
Beispiel: f(x) wird in y-Richtung um +3 verschoben, ergibt f3(x)


4. Verschiebung in x-Richtung.
Beispiel: f(x) wird in x-Richtung um -2 verschoben, ergibt f4(x)


5. Kombinationen der Transformationen 1. bis 4.


Abbildung C.1: Einfache Transformationen
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Anhang C. Einfache affine Transformationen einer Funktion (Funktionsverwandtschaften)


Bestimmung der Funktionsgleichung


Beispiel:
Die Gleichung der Funktion f lautet: y = f(x) = 0.07x(x + 4)(x − 6).


Wie lauten die Gleichungen der veränderten Funktionen f1, f2, f3, f4 ?


Anleitung:
Jedem Punkt P mit den Koordinaten P(x | y) der ursprünglichen Kurve wird ein neuer Punkt
P(x | y) der neuen (veränderten) Kurve zugeordnet. In jedem Fall stellen wir zuerst die soge-
nannten Abbildungsgleichungen auf, welche beschreiben, wie x und y aus x und y hervorgehen.


Im 1. Fall (Streckung in y-Richtung ergibt sich:


x = x


y = 2y


Wir lösen nun diese Gleichungen nach x und y auf:


x = x


y =
y


2


Ein Gleichheitszeichen ist immer auch ein Ersetzungszeichen (Substitutionszeichen), d.h. was
links vom Gleichheitszeichen steht, kann durch das, was rechts davon steht, ersetzt (substituiert)
werden. Ersetzen (substituieren) wir in der ursprünglichen Gleichung y und x dementsprechend,
dann erhalten wir die Gleichung für die neue Funktion, in unserem Beispiel also erhalten wir
aus


y = 0.07x(x + 4)(x − 6)


y


2
= 0.07x(x + 4)(x − 6)


y = 0.14x(x + 4)(x − 6).


Die letzte Zeile ist die Funktionsgleichung der gestreckten Funktion. Der Querstrich kann dann
schlussendlich wieder weggelassen werden, so dass wir erhalten:


y = f1(x) = 0.14x(x + 4)(x − 6)


178 ©Texas Instruments 2010







Grundregeln


Die obige Anleitung gilt entsprechend auch für andere Transformationen. Für die einfachen
Funktionsverwandtschaften gelten folgende Regeln:
Gegeben ist die Kurve zur Funktion y = f(x) (Beispiel: y = sin(x)).


1. Streckung in y-Richtung mit dem Faktor a:
Ersetze y durch y


a
resp. multipliziere den Funktionsterm f(x) mit a.


Ursprüngliche Funktion in y-Richtung um a gestreckt


y = f(x) y


a
= f(x) oder y = af(x)


y = sin(x) y = a sin(x)


2. Streckung in x-Richtung mit dem Faktor b:
Ersetze x durch x


b
.


Ursprüngliche Funktion in x-Richtung um b gestreckt


y = f(x) y = f( x
b
)


y = sin(x) y = sin( x
b
)


3. Verschiebung in y-Richtung um c:
Ersetze y durch y − c resp. addiere c zum Funktionsterm f(x).


Ursprüngliche Funktion in y-Richtung um c verschoben


y = f(x) y − c = f(x) oder y = f(x) + c


y = sin(x) y = sin(x) + c


4. Verschiebung in x-Richtung um d:
Ersetze x durch x − d.


Ursprüngliche Funktion in x-Richtung um d verschoben


y = f(x) y = f(x − d)


y = sin(x) y = sin(x − d)


5. Spiegelung an der x-Achse :
Ersetze y durch −y.


Ursprüngliche Funktion an der x-Achse gespiegelt


y = f(x) −y = f(x) resp. y = −f(x)


y = sin(x) y = − sin(x)


6. Spiegelung an der y-Achse :
Ersetze x durch −x


Ursprüngliche Funktion an der y-Achse gespiegelt


y = f(x) y = f(−x)


y = sin(x) y = sin(−x)
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Anhang C. Einfache affine Transformationen einer Funktion (Funktionsverwandtschaften)


Analyse einer Sinus-Funktion


Bestimme den Funktionsterm der gegebenen Sinus-Funktion!


Als erstes bestimmen wir einen möglichen „Ursprung“ der Kurve, d.h einen Ausgangspunkt
für die Sinuskurve, die Kurve muss punktsymmetrisch zu diesem Punkt sein. Dazu gibt es ver-
schiedene Möglichkeiten, wir wählen einen Punkt mit möglichst einfachen (nach Möglichkeit
ganzzahligen) Koordinaten, hier ist dies der Punkt P(2 | − 3).


Wir betrachten P als Ursprung eines neuen Koordinatensystems. Bezüglich dieses Systems wur-
de die Kurve von y = sin(x) in y-Richtung um den Faktor 4 gestreckt. Begründung: Die Kurve
von y = sin(x) hat eine Amplitude (max. Auslenkung nach oben oder nach unten vom Aus-
gangspunkt aus) von 1, die vorliegende Kurve hat eine Amplitude von 4.
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Um die Streckung in x-Richtung zu untersuchen, betrachten wir die Periodenlänge T = |PQ|.
Weil die Periodenlänge von y = sin(x) genau 2π beträgt, ist die Streckung in x-Richtung durch
b = T


2π
gegeben. Im vorliegenden Beispiel ist ersichtlich, dass die Periodenlänge etwas mehr


als 2 beträgt, eine genauere Betrachtung zeigt, dass in einem Intervall der Länge 2π, nämlich
zwischen x = 2 und x = 2 + 2π ≈ 8.28, genau 3 Perioden der Funktion sind, dass also die
Periodenlänge T = 2π


3
beträgt und der Streckfaktor in x-Richtung folglich b = 1


3
beträgt.


Ergebnis: Die vorliegende Kurve geht also aus der Kurve von y = sin(x) durch folgende Trans-
formationen hervor (nacheinander ausgeführt):


• Streckung in y-Richtung mit dem Faktor a = 4


• Streckung in x-Richtung mit dem Faktor b = 1
3


• Verschiebung in y-Richtung um c = −3


• Verschiebung in x-Richtung um d = 2


Jetzt sollte es möglich sein, die Funktionsgleichung zu bestimmen.


Ergebnis: y = 4 sin(3(x − 2)) − 3


Aufgaben


1. Ermitteln Sie die Funktionsgleichungen von f2, f3 f4 gemäss dem Beispiel aus der Einlei-
tung.


2. Die Parabel mit der Gleichung y = x2 wird in y-Richtung mit dem Faktor 1
3


gestreckt,
anschliessend in x-Richtung um 2 verschoben und anschliessend in y-Richtung um -3
verschoben. Wie lautet die Gleichung der veränderten Parabel? Wo liegt der Scheitelpunkt?
Erstellen Sie eine Skizze und plotten sie die Graphen mit dem Taschenrechner!


3. Strecken Sie die Sinuskurve in y-Richtung je um den Faktor 2, den Faktor -3 und den
Faktor 0.4 (Funktionsgleichungen angeben und Kurve zeichnen).


4. Strecken Sie die Sinuskurve je in x-Richtung um den Faktor 2, den Faktor -3 und den
Faktor 0.4 (Funktionsgleichungen angeben und Kurve zeichnen). Wie gross ist jetzt die
Periode


5. Verschieben Sie die Sinuskurve in y-Richtung einmal um 2 und einmal um -3. (Funktions-
gleichungen angeben und Kurve zeichnen).


6. Verschieben Sie die Sinuskurve in x-Richtung um einmal 1 und einmal um -2. (Funktions-
gleichungen angeben und Kurve zeichnen).


7. Führen Sie, ausgehend von der Sinuskurve, nacheinander die folgenden Abbildungen
durch: Strecken in x-Richtung mit Faktor 1


3
, Strecken in y-Richtung mit Faktor 2, Ver-


schieben in x-Richtung um 2, Verschieben in y-Richtung um 1.5. Wie lautet die Gleichung
der veränderten Kurve? (Kurve auch zeichnen).
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8. Funktionsgleichungen bestimmen
Hinweis: Gehen Sie jeweils von der Sinusfunktion aus und überlegen sie, wie man durch
Strecken und Schieben die gezeigten Kurven erhält. Wichtig: Immer zuerst die Streckun-
gen durchführen!
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D Einsatz von TI-Nspire™ CAS


Auf der Materialdatenbank von Texas-Instruments (www.ti-unterrichtsmaterialien.net) sind TI-
Nspire™ CAS-Dateien (tns-files) in der jeweils aktuellsten Form zu finden, hier nur das Wich-
tigste.


Die Euler-Methode für eine Differenzialgleichung mit dem
TI-Nspire™ CAS


Das Prinzip wird am Beispiel des Abkühlgesetzes von Newton aus dem Kapitel 1 gezeigt.
Differenzialgleichung: T ′(t) = −0.1 · (T(t) − 20) Anfangswert T(0) = 80 °C.


Mit Tabellenkalkulation: Lists&Spreadsheet


Wir wählen Δt = 0.1 und ein Zeitintervall von 0 bis tmax = 20, also insgesamt 200 Schritte.


1. Schritt: Wähle in einem neuen Dokument die Applikation Lists & Spreadsheet


2. Schritt: In der ersten Spalte wird die Zeit (in der Einheit Minuten) definiert. Da der Zeit-
schritt Δt = 0.1 min beträgt, schreitet die Zeit von Zeile zu Zeile immer um 0.1 min voran.
Man definiert deshalb die Zahlenfolge 0, 0.1, 0.2, 0.3,... durch Eingabe von = seq(0.1 · n, n, 0, 200).
Für andere Werte von Δt und tmax muss natürlich das nmax, welches in unserem Beispiel
nmax = 200 beträgt, angepasst werden.


Abbildung D.1: Zeit in der 1. Spalte
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3. Schritt: In der zweiten Spalte wird in der ersten Zelle der Anfangswert T(0) eingegeben,
in unserem Beispiel ist T(0) = 80, die Eingabe ist 80, vgl. Abb. 2.


4. Schritt: In der zweiten Zelle der ersten Spalte geben wir die Berechnung dieses Werts mit
der Euler-Methode ein, wobei nicht die Zahl 80 für T(0) sondern die Zellenbezeichnung
b1 verwendet wird:
Die Eingabe lautet also: = b1 − 0.1 · (b1 − 20) · 0.1 gemäss der Grundbeziehung
T(t + Δt) = T(t) + T ′(t) · Δt.
Man erhält nach Bestätigung mit [enter] den Wert 79.4.


Abbildung D.2:


5. Schritt: Nach unten ausfüllen:
Es gibt verschiedene Möglichkeiten, die in der zweiten Zelle der zweiten Spalte eingegeben
Formel in dieser Spalte durchgängig zu kopieren. Die einfachste Variante ist diese Zelle
zu markieren, dann die Klick-Taste etwas länger als eine Sekunde drücken. Dann mit dem
Cursor den zu füllenden Bereich auswählen und mit der Klick-Taste bestätigen.


6. Schritt: Jetzt müssen noch die Spalten in der Kopf-Zelle bezeichnet werden: Erste Spalte
mit «zeit», zweite mit «temp».
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Abbildung D.3:


7. Schritt: Zeichnen der Kurve
Öffne eine neue Seite und wähle die Applikation Graphs:


• Stelle den Koordinatenbereich ein durch [menu, 4,1], Zeit: x, Temperatur: y.


• Wähle sodann den Graphiktyp «Streudiagramm» («Scatter-Plot») sowie für x die Va-
riable zeit und für y die Variable temp.


Mit einer benutzerdefinierten Funktion


TI-Nspire™ CAS ermöglicht die Definition von Funktionen, welche dann in allen Applikationen
verwendet werden können. Dieser Weg ist deshalb flexibler und bietet mehr Möglichkeiten als
die Tabellenkalkulation. Wir verwenden dasselbe Beispiel jedoch mit einem variablen Zeitschritt
.


1. Öffne eine neue Seite und wähle die Applikation Calculator:


2. Wähle [menu , 9:Functions&Programs, 1:Program Editor, 1:New]
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3. Gebe einen Namen ein, z.B. newton1 und wähle den Typ: Function


4. Die Funktion kann nun wie nachstehend abgebildet definiert werden, in einem Graphik-
fenster (Graphs&Geometry) kann sie auch dargestellt werden.


Abbildung D.4: Definition einer Funktion


Abbildung D.5: Graphische Darstellung
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