3

V.

Zur optimalen Anzeige dieses PDF-Portfolios sollte es in Acrobat

oder Adobe Reader ab Version 9 geoffnet werden.

Adobe Reader jetzt herunterladen



http://www.adobe.com/go/reader_download_de
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Wie aussagekraftig ist ein AIDS-Test?
Sibylle Stachniss-Carp

[]1Sek !X Sekll [ ] TI-Nspire™ [X] TI-Nspire™ CAS (ab Version 1.4)

Schlagworte: Stochastik, Modellieren, AIDS-Test, Bedingte Wahr-
scheinlichkeit

Schilermaterial:

Aufgabe — Wie aussagekraftig ist ein AIDS-Test?

1. In Westeuropa betragt die Wahrscheinlichkeit dafur, dass eine Person
mit AIDS infiziert ist 0,3 % (Pravalenz).
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit daflir, dass eine Person, die posi-
tiv getestet wurde, auch tatsachlich mit AIDS infiziert ist.
Gehen Sie dabei zunachst von einer Spezifitat (d. h. ein Kranker wird als
krank erkannt) von s = 99,5 % und einer Sensitivitat (d. h. ein Gesunder
wird als gesund erkannt) von r = 98 % aus.

2. Wie hangt die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person mit einem positiven
Testergebnis tatsachlich infiziert ist, von der Pravalenz ab?

3. Wie kdnnte das Testverfahren optimiert werden? Untersuchen Sie dazu,
wie die oben genannte Wahrscheinlichkeit Pyos(infiziert) durch veranderte
Testparameter s und r beeinflusst wird.

Vorschlag zur Umsetzung:

Aufgabe 1

Ein Baumdiagramm hilft den Sachverhalt zu
veranschaulichen. Nach den Pfadregeln ergibt Tem
sich die Wahrscheinlichkeit dafur, dass eine
vom Test als krank eingestufte Person (TK)
auch tatséchlich erkrankt ist:

b (K) = 0.003-0.995 ~0.1302
0.003:0.995+0.997-0.02

also ca. 13%.

Dieses Uberraschende Ergebnis ist darin be-
grindet, dass die Verbreitung der Krankheit
mit 0.3% in der Bevolkerung sehr gering ist.
Darum ist der Anteil derjenigen Personen, die
zwar gesund sind, bei denen der Test aber ein
falsches Ergebnis liefert grol3 (87%), dies be-
wirkt die schwache Aussagekraft des Tests.

TR =Test sagt krank
TG= Test sagt gesund
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Aufgabe 2

Im n&chsten Schritt wird der Anteil der Infizier-
ten in der Bevolkerung — also die Pravalenz —
variabel gelassen.

Fur die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt
sich eine Funktion in Abhangigkeit von p

p-0.995
p-0.995+(1-p)-0.02

f(p) =

Zunachst wird der Graph in einem geeigneten
Fenster dargestellt (Applikation Graphs). Mit
Punkt auf Objekt lasst sich ein an die Kurve
gebundener Punkt definieren. Die x-
Koordinate gibt die Pravalenz an, die y-
Koordinate die Wahrscheinlichkeit einer Er-
krankung bei positivem Testergebnis.

Man erkennt, dass erst bei einer Pravalenz
von ca. 2 % die Aussagekraft des Tests Uber
50 % liegt.

Genauere Aussagen ergeben sich durch die
Losung der nebenstehenden Ungleichung.
Erst bei einer Verbreitung von ca. 7,4 % ergibt
sich eine Testsicherheit von mehr als 80 %.
Die erste Loésung mit negativen x-Werten ist
hier unbrauchbar.

Aufgabe 3

Lasst sich das Testverfahren verbessern?
Wir geben zunéchst der Pravalenz einen fes-
ten Wert, z.B. 7% und bezeichnen die Spezifi-
tat mit s, die Sensitivitat mit r.

Selbst wenn alle Infizierten richtig erkannt
werden, also s = 1 ist, verandert sich die Aus-
sagefahigkeit des Test fast nicht.

Verbesserungen des Testverfahrens kénnen
also nur durch eine Verbesserung der Spezifi-
tat erreicht werden, d. h., die Gesunden mus-
sen moglicht fehlerfrei als gesund erkannt
werden.

© Texas Instruments 2010

lcm

TH =Test sagt krank
TGi= Test sagt gesund

(0.020375, 0.508535 )

0.2
X
005 - x0.995
x+0.995+(1-x)-0.02
& ® 2x)= 2
P _102051% "
x+0.020513

solve(/ﬂT (x)>0.5,x)
x+-0.020513 or xx0.019704

solve(ff (x)>0.8,x)
x<-0,020513 or x>0.074419

solve(ff(x)>0.8,x)
x=<-0.020513 or x=0.07441%

f?(?',s):= 0.075 Fertig
0.07-s+(1-7)-0.97

72(0.98,0.995) 0.782145

72(0.98,1) 0.782998

|

1

solve(f2(r,0.995)>0.95,7]
0.996221<r<1.0718

_ 0.003s
0.003-5+(1-r}-0.997

Ferfig

f?(r,s):

solve(f2(r,0.995)>0.95,7)
0.999842<r<1.00299
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Lasst man s konstant, z. B. s = 99.5 %, bel&sst
p =7 % und variiert r, so findet man, dass fur
eine 95 %ige Testsicherheit eine Spezifitat von
99.6 % erforderlich ist. Bei einer AIDS-
Verbreitung in Westeuropa von 0.3% ist dafur
eine Spezifitat von 99,98% notig.

i

Wenn eine Verbesserung des Testverfahrens
wenig Erfolg versprechend ist, kbnnte man auf
die Idee kommen, den Test ein zweites Mal
durchzufuhren.

Dabei kann man fur s und r die Ausgangswer-
te verwenden, s = 99.5 % und r = 98 %. Bei
diesem 2. Test ist die Pravalenz jetzt nicht
mehr 0.3 %, sondern 13 %. Es werden ja nur
diejenigen Personen untersucht, bei denen ein = 7
erster Test positiv ausgefallen ist (siehe Er-
gebnis aus Teil 1).

Bei einer Wiederholung des Tests wachst die
Sicherheit rapide an, jetzt betragt bei positivem 0.2
Testergebnis die Wahrscheinlichkeit infiziert zu T

sein immerhin mehr als 88 %. )09
Alternativ lasst sich dieser Wert auch aus dem *0.995+{1-x)0.02 r
Graphen von f(p) ermitteln. -

f?(r 3)__ 0.003s Fertig
T 0.003s+(1-7)-0.997

solve(2(r,0.995)>0.95,7)
0.999842<r<1,00299

0.13-0.995 0.8814321
0.13-0.995+0.87-0.02

(0.130608,0.881991)

Didaktischer Kommentar:

Der Gberraschende Aspekt, dass medizinische Diagnoseverfahren zunéchst
nicht unbedingt aussagekraftig sind, wird haufig im Alltag — auch von Medizi-
nern! — nicht richtig eingeschétzt. Die Aufgabe kann schon in der Sekundarstufe
1 beim Thema ,Bedingte Wahrscheinlichkeiten behandelt werden.

Methodischer Kommentar:

Die Aufgabe kann weitgehend selbststéandig in Kleingruppen erarbeitet werden.
Ein mathematischer Aufsatz als Zusammenfassung der Ergebnisse rundet die
Arbeit ab.
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Aufgabe — Wie aussagekraftig ist ein AIDS-Test?

1.

In Westeuropa betragt die Wahrscheinlichkeit daftir, dass eine Person
mit AIDS infiziert ist 0,3% (Pravalenz).

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit daflr, dass eine Person, die posi-
tiv getestet wurde, auch tatséachlich mit AIDS infiziert ist.

Gehen Sie dabei zunachst von einer Spezifitat (d. h. ein Kranker wird als
krank erkannt) von s = 99,5 % und einer Sensitivitat (d. h. ein Gesunder
wird als gesund erkannt) von r = 98 % aus.

Wie héngt die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person mit einem positiven
Testergebnis tatsachlich infiziert ist, von der Pravalenz ab?

Wie kdnnte das Testverfahren optimiert werden? Untersuchen Sie dazu,
wie die oben genannte Wahrscheinlichkeit Pyos(infiziert) durch veranderte
Testparameter s und r beeinflusst wird.
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CuBaLibra-Glossar

Um die Texte von CuBalLibra kurz und tbersichtlich zu halten, wurden Bedien-
hinweise nicht direkt in die Dokumente geschrieben. Vielmehr beziehen sich
alle CuBaLibra-Einheiten auf ein Glossar, das regelméafRig gepflegt wird.

Sie erkennen Glossarbegriffe im Text daran, dass sie grau unterlegt sind (wie
z. B. Geraden). Hier der zugehorige Bedienhinweis:

Geraden
zeichnen Graphs, Geometry
= il [, (7), | @=),7), 4. Gerade] Eine Gerade wird durch zwei
I Pt @ bunkte definiert. Wahlen Sie den Meniipunkt Gerade aus und
j anschlielRend zwei Punkte (die Punkie missen nicht notwendig
o W . | vorher definiert sein), um die Gerade zu zeichnen.

Damit Sie dieses Buch auch langfristig nutzen kdénnen, legen wir das Glossar
nicht bei, sondern stellen es online zur Verfligung.

Es gibt nun zwei Mdglichkeiten auf das Glossar zuzugreifen:

(1) Sie laden das Glossar aus der Materialdatenbank:
http://www.ti-unterrichtsmaterialien.net, Schlagwort ,Glossar

(2) Sie nutzen das Online-Glossar:
http://wiki.zum.de/TI-Nspire/Glossar

© Texas Instruments 2010 CuBalLibra-Glossar
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CuBalLibra-Interaktiv

Diese CuBaLibra-Einheit gehort zu einer Serie von Beispielen, die interaktive
Links zu einem Online-Glossar enthalten. So nutzen Sie dieses Extra:

Im Text finden Sie grau unterlegte Stellen. Dies sind Verweise zu einem Glos-
sar mit Bedienhinweisen.

Gleichung nach der einzigen Unbekannten v |salw(ws‘f130‘0.v‘30°lv)
aufgelost werden solve(wurf(130,0,v,30°),v) v=-38.3678 orv=38.3678
Der gefundene Wert wird als Vagable v I
gespeichert. Beachte, dass der Wy i zum de/m rsps el 38.3678
eingegeben wird, da die Grundeinstellung fur

Wenn Sie mit Inrem Rechner online sind, kénnen Sie die grauen Stellen mit der
Maus abfahren und dahinter liegende Links zu einem Online-Glossar durch Kli-
cken aktivieren. Der oben gezeigte Link fuhrt Sie z. B. zu diesem Hinweis:

Variable (@)

aufrufen

Calculator
Variable eingeben und [] driicken. Eine Liste aller Variablen erhalt man durch Driicken von [].

verkniipfen

Graphs, Geometry

Den Zeiger auf eine Koordinate oder ein anderes geeignetes variables Zahlenobjekt (z. B. die
gemessene Lange einer Strecke) bewegen. Mit [] wird das Variablen Menii aufgerufen. Hier
kiinnen Sie Zahlenobjekte mit unter Variablennamen gespeicherten [MSHER verkniipfen (3
Verknupfen mit); die Variablennamen werden angezeigt und kénnen dann ausgewsahlt werden. Verandert
sich die Variable, so verandert sich auch das verkniipfte Zahlenobjekt und umgekehrt.

Lists & Spreadsheet

Ahnlich wie in Graphs und Geomatry. Hier sind die Zahlenobjekte jedoch die Inhalte von ESIER.

© Texas Instruments 2010 CuBalLibra-Interaktiv
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Probleme 1

Lo / ¥
TR:=Test sagi krank i, :%
TG = Test sagt gesund ' '
07 .
0.05
@ il @
1.1 1.2
. . )
FAns) 0.07 s+[1-7)0.97 7
£:0.98,0.995) 0.782145
£20.98,1) 0.782998
solvelf2lr,0.995]0.95,7) 0.996221<r<1.0718
. 0.003 s Fertig ; 0.13,0.881
sk 0.003 s+(1r)- 0,997 f2fse 0595 ( )
10,995+ 1-x)-0.02
solvelf2lr,0.995)>0.95,7) 0.959842<r<1,00299
0.13:0.995 0.881431
0.13:0,995+0.87°0.02
(x):: x0.955 Dane
x0,995+(1-x)-0.02 01 .
| s 07
11199 ] 2 ”
1.3 14
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