Didaktischer

Titel der Einheit | Kopiervorlage | Lésungshinweise Zusatzmaterial

Kommentar
Gleisarbeiten
Sabine Willner, Landrat-Lucas-Gymnasium Leverkusen
Andreas Pallack, Soest
Steckbrief der Aufgabe

Sekundarstufe Il (Analysis)
Dauer: 1-2 Unterrichtsstunden

Notwendige Voraussetzungen:

Schlerinnen und Schiiler

e koénnen mit Polynomen und deren Gra-
phen umgehen

e kennen die Grundlagen der Differenzial-
rechnung

e konnen elementare Modellierungen (auch
mit Krimmungen) durchfiihren

Wie krummt sich o .
. . . . Kompetenzen, die mit dieser Einheit ge-
eigentlich ein Gleis? fordert werden kénnen:

Schilerinnen und Schuler

. ¢ modellieren gegebene Situationen mit
12 Hilfe von Funktionen

o reflektieren die Modellierung

Inhaltsbezogene Ziele/Kompetenzen, die

diese Einheit verfolgt:

Schulerinnen und Schuler

e entwickeln und |6sen lineare Gleichungs-
systeme

e arbeiten mit Polynomen hoéheren Grades

20

Rolle der Technologie (TI-Nspire™ CAS):
e Visualisieren
e Berechnen

Mogliche Zugédnge, die von der Technologie unterstiitzt werden:
e Algebraische Entwicklung einer Losung und gleichzeitige graphische Kontrolle

Empfehlung zur Unterrichtsorganisation:
Die Aufgabe kann sowohl zum Einstieg in den Themenkomplex héhere Ableitungen als auch
zur Vertiefung am Ende der Reihe Differenzialrechnung eingesetzt werden.

Es bietet sich dabei an, die Lernenden mdéglichst selbststéandig arbeiten zu lassen. Spannend
ist der Vergleich von Ideen der Schilerinnen und Schiler. Plakate oder Folien, aber auch der
Einsatz eines Overheaddisplays; ist denkbar.
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Sanft krimmt sich, was ein Gleis werden will...

Die Anzahl der in Adorf haltenden Ziige hat sich sehr stark vergréRert, deshalb wird ein neu-
er Bahnsteig bendtigt. Dieser soll so angelegt werden, dass das zugehdrige Gleis parallel zu
den Gleisen der anderen Bahnsteige im Abstand von 10 m verlauft.

Fir das Verbindungsgleis steht eine Lange von 200 m zur Verfigung.

Aufgabe:

Entwickle eine Funktion, deren Graph diesen Ubergang beschreibt. Achte dabei darauf, dass
Zlge auch in der Realitat ohne Probleme das Gleis passieren konnten.
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g?erirgtk(;irnZug problemlos auf das neue *[—]1_1 BOG AUTO REELL i
- glij§ser-].gie Anstghlussstellen der beiden Define t(x)=an® +battouc +dutescty oS =
eise Ubereinstimmen, :
- diirfen keine Steigungs- und Define #4(x)=-2{a(x)) Fartig
- keine Krimmungsspringe an den Ver- dx
bindungspunkten entstehen.
gsp ff(xj St d bt 43+ 2o d ke
Betrachten wir die Gleise als Graphen von 7 Fertig
Geraden g und g, so kann eine Verbin- Define £2(x)=—/{#(x] ]
dung durch den Graphen einer ganzratio- dx’
nalen Funktion beschrieben werden. (0)=0
Gunstig ist, das Koordinatensystem so zu EEZ(EOE?O
legen, dass der Ursprung im ersten Ver- salve| ]’ ( _j Aabedet
bindungspunkt liegt. So lauten die Glei- #2000
chungen von g und g»: g¢(x) = 0 und t2{0)=0
ga(x) = 200. 12{200)=0
Aus den obigen Uberlegungen ergeben a=;&nd 5=L&nd £= L,
sich dann sechs Bedingungen. Funktions- A CEREIIRD Ll
wert sowie Wert der ersten und zweiten _ 3 -3 _
Atbll?itur_m_% mulss?.n mit an den Anschluss- telc)i=t{x)la 5000000000 % 2= 000000 2
stellen Ubereinstimmen: Fertig
(0) =g,0) =0 tlx) B it 0
t(200) =g,'(200) =10 16000000000 32000000 0000
t'(0) =g,0) =0 % 0, x<0 Fartig
: —a _ ftalac)i= 12l ), 022200
t'(200) =g,'(200) =0 '
(200) =g,(200) 10, x>200
t'(0) =g,"(0) =0

t'(200) =g,"(200) =0

Damit wird eine Funktion 5. Grades ge-
sucht:

t(x)=ax’ +bx* +cx’ +dx* +ex' +f

Es werden nun die Funktionen t, t’ und t”
(t, t1, t2) definiert (Funktion definieren). Auf
die Definition der Geradengleichungen
wurde verzichtet.

Danach werden die o. g. Bedingungen zur
Lésung des Gleichungssystems eingege-
ben. Der Rechner gibt die Ergebnisse fir
die Koeffizienten aus. Die Ergebnisse der
Rechnung werden unter tta(x) gespeichert.

Damit ergibt sich dann der Graph, der ein
Vorschlag zur Modellierung des Gleises ist
(Graph einer Funktion zeichnen).
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Aufgaben dieser Art sind mittlerweile Standard im anwendungsbezogenen Mathematikunter-
richt. Die eigentliche Rechnung ist mit neuen Technologien schnell erledigt. Interessanter
sind Diskussionen Uber die Art und die Tragfahigkeit der Modellierung.

Genauer betrachtet ist diese Modellierung alles andere als realistisch. Die Bezeichnung reali-
tdtsbezogen muss schon weit ausgelegt werden: Stralen und auch Schienen werden in der
Praxis meist mit Klotoiden entwickelt. Dieses Verfahren hat gegenuber der Modellierung mit
Polynomen den groRRen Vorteil, dass der Streckenverlauf sehr gut kontrolliert werden kann.
Bei der Modellierung mit Polynomen — aber auch bei der Modellierung mit Splines — macht
man immer wieder die Erfahrung, dass die Graphen dieser Funktionen oszillieren und des-
wegen nur schwer kontrollierbar sind. Im Unterricht wird es kaum mdglich sein, Schienenver-
ldufe zu entwickeln, die auch Ingenieurgutachten standhalten kdnnten; das ist aber auch
nicht das Ziel. Vielmehr sollte es das Ziel sein, die Lernenden flir solche Modellierungen zu
sensibilisieren. SchlieRlich werden StralRen und Schienen nicht irgendwie geplant. Dahinter
steckt System und eine grofe Portion Mathematik.

Ein weitere Herausforderung liegt in der hier vorgenommenen didaktischen Reduktion: Ein
Gleis besteht ja nicht aus nur einer Schiene. Um einen Zug Uber das Gleis rollen zu lassen,
bendtigt man schon zwei davon. Diese mussen — damit der Zug nicht zwangslaufig entgleist
— parallel sein. Dazu konnte man einfach den Graphen nach oben oder unten verschieben.
Aber sind die Gleise dann wirklich parallel? Vorab: Die Antwort ist nein.

Mit solchen Variationen ist diese einfache Aufgabe auch im Leistungskurs einsetzbar: eine
Erweiterung auf die Behandlung paralleler Graphen oder Splines ist ohne weiteres mdglich.
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