3

V.

Zur optimalen Anzeige dieses PDF-Portfolios sollte es in Acrobat

oder Adobe Reader ab Version 9 geoffnet werden.

Adobe Reader jetzt herunterladen



http://www.adobe.com/go/reader_download_de


Simulation von Chaos mit dem Magnetpendel

Dr. Alfred Roulier

Versuchsaufbau und Ziele

Ein langes Pendel (ebenes Problem) mit einer magnetischen
Metallkugel kann sich frei in einer Ebene bewegen. 3 Ma-
gnete bilden die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks,
das den Abstand d zur Bewegungsebene des Pendelkorpers
hat. Die Pendelaufhdngung befindet sich senkrecht (ber
dem Schwerpunkt des gleichseitigen Dreiecks der Magne-
ten.

Versuchsskizze nach Duit, Komorek

Abb.1: Versuchsaufbau, siehe [1]

Die Bewegung der Metallkugel soll nun untersucht werden,

wenn sie aus der Ruhe vom beliebigen Punkt (xo|yo) startet

und dabei folgende drei Krafte auf sie wirken:

= Die Ruckfuhrkraft (Koeffizient c) auf den Nullpunkt ist
proportional zur Auslenkung.

= Die Reibungskraft (Koeffizient p) ist proportional zur
Geschwindigkeit.

= Die Anziehungskraft der Magnete (Koeffizient y) ist um-
gekehrt proportional zum Abstandsquadrat.

Nach der Formulierung der Bewegungsgleichung wird im
Programm magnetpendel-ec() numerisch nach der Euler-
Cauchy Methode sowie im Programm magnetpendel-rk()
nach dem genaueren Runge-Kutta Verfahren in kleinen
Zeitabstanden die momentane Position des Pendelkdrpers
berechnet und die Pendelbewegung in einem Streuplot
aufgezeichnet.

Mit dieser Aufgabe kénnen folgende Aspekte vertieft wer-

den:

= Das Erstellen der Gleichung fur die Bewegungskompo-
nenten in x- und y-Richtung. Die Zerlegung einer Zen-
tralkraft in ihre Komponenten wurde im Artikel «Plane-
tenbahnen sind elliptisch» (TI-Nachrichten 2/08) be-
schrieben.

= Es besteht eine Verwandtschaft zum Dreikdrperproblem
der Himmelsmechanik (Poincaré), und man ahnt, dass in
dieser Aufgabe chaotisches Verhalten versteckt ist.

= In der Tat sieht man zwar im Streuplot, dass die Pendel-
kugel Uber einem der drei Magnete zur Ruhe kommt. Al-
lerdings kann kaum voraussagt werden, welchen Magne-
ten es trifft. Zudem hangt der Endpunkt empfindlich vom
Startpunkt ab. Dies kann durch kleine Veranderungen
der Startkoordinaten und der Teilkraft-Koeffizienten im
Streuplot eindriicklich erprobt werden.

Die Rechenkapazitat des TI-NspireT'\’I erlaubt es indessen
nicht, alle Startpunkte in einem Quadrat rund um die Magne-
te zu testen und sie entsprechend den Endpunkten zu far-
ben. Deshalb wird hier ein mit Mathematica erstelltes Bild
eingeflgt:
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Abb.2: Attraktionsgebiete; die Startpunkte des Pendels tragen die Farbe des
Magneten, bei dem das Pendel zur Ruhe kommt.

Man erkennt auf einen Blick sehr schon den Chaos-Gehalt
dieser physikalischen Konstellation.

Dieses Problem ist dem Buch «Chaos, Bausteine der Ord-
nung» von H.O. Peitgen, H.Jirgens, D.Saupe, Science
Sachbuch rororo, entnommen.

Simulation

Die Spur des Magnetpendels wird numerisch in Zeitschritten
der Lange dt aus der Bewegungsgleichung berechnet und
als Listen der Koordinaten xk und yk ausgegeben. Folgende
Variablen werden in einer Notes-Seite definiert:

[Eingaben
IMagnetkoordinaten: Gleichseitiges A, Schwerpunkt im Ursprung, Abstand Ecke - Ursprung 0.5]

ym1:=0.5sin

o ;
bkm1:=0.5cos|— | = 0.433013 —ﬂ):»o.zs
6 6

km2:=0 ym2:=0.5 xm3:=-xm1=-0.433013 ym3:=ym1=-0.25
IAbstand Ebene - Magnete: d:=0.2

[Zeitschrittlange: dt:=0.01

IAbbruch, wenn Pendelbeschleunigung kleiner als a_min:=0.01
Programme :

Imagnetpendel_ecl| » Done

Imagnetpendel_rk{] » Done

Abb. 4
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Simulation von Chaos mit dem Magnetpendel

Im Programm werden zuerst die Beschleunigungen ax und
ay in den Koordinatenrichtungen aus den drei Kraften defi-
niert, wobei die Pendelmasse gleich 1 gesetzt ist. Danach
werden in einer Schlaufe in Zeitschritten dt die Geschwin-
digkeiten und Ortskoordinaten numerisch integriert, im hier
abgebildeten Fall nach der Methode von Euler-Cauchy. Die
Schlaufe bricht ab, wenn der Betrag der Beschleunigung
unter die Grenze a_min fallt. Schliesslich wird die Pendel-
spur in den Listen xk und yk abgespeichert zur Verwendung
im Streuplot.

[Define magnetpendel_ec()=

Prgm

Local i xyxvy,ax,ay

ve={x0}: yk={y0}: x=x0: y=y0: ¥x=0: w=0: av=1: ay=1
© In Zeit dtB i , G i i und O

While | ax>+ay? >
a\::'w\fp*rwrf
i 13 3 i 3
Wi yomnea? ) ([lomd2elymma?ea? ) ([cms2dyms?a? )

ymi-y ym2-y ym3-y

berechnen, solange Abbruchskriterium nicht erfillt

a_min
xml-x xm2-x xXm3—x

ay=-cy—p-iyty|
(

1 W 22 3 n £ ) 3 un 121 ] 3
l \\—\mu-ﬂv—vmuwd-) (JL\—\mzrﬂ,v—ymzjwl-) ‘.J\\—\znxrﬂv—,vzm-+d-)
ve=vtax-de. vwi=ywaydt
ar? ar?
v die T yimyvy-dee T ay
2 2
© Koordinaten in Listen fiir Streuplot speichern
o (bl e e loh
vk=augment{vk {x}): yk=augment(yk {v})

EndWhile
EndPrgm

Abb.5 (vgl. Online-Version fiir gré8ere Darstellung)

Die Verfahren der numerischen Integration sind aus der
Tylorentwicklung fir x(t+dt) bzw. y(t+dt) sowie vx(t+dt),
vy(t+dt) abgeleitet. Bei der Methode nach Euler-Cauchy
(EC) werden die Glieder bis und mit zweiter Ableitung (Ord-
nung) behalten und der Fehler pro Schritt ist von der Gro-
ssenordnung df’. Beim genaueren Verfahren nach Runge-
Kutta (RK) wird bis zur vierten Ordnung gerechnet und der
Fehler ist von der Gréssenordnung df’. Das Programm ma-
gnetpendel_rk() ist identisch zum oben vorgestellten Pro-
gramm, verwendet aber rezeptartig das RK-Verfahren und
erzeugt die Listen xk7 und yk1.

Ergebnis

In Abb. 5 sind, bei Eingaben wie oben beschrieben, die
Kraftkoeffizienten und Startkoordinaten so eingestellt, dass
das Pendel unabhdngig vom Integrationsverfahren beim
blauen Magneten zur Ruhe kommt. Rechenzeit ca. 10 Se-
kunden.

rote Kurve : Buler —Cauchy

Startkoordinaten:  (0,77,0.6 )

griine Kurve : Runge-Kutta Manuelle Anderung

der Koeffizienten

Reibungskoeffizient p:=0.3
Ruckfuhrungskoeffizient c¢:=0.3

Attraktionskoeffizient y:=1

Abb. 5: Spur des Magnetpendels

In Abb. 6 wurden die Startkoordinaten um ca. 1 % verandert.

Dadurch geschieht Folgendes:

= Beide Integrationsverfahren reagieren empfindlich und
damit resultiert auch ein anderer Ruhepunkt fur die Pen-
delkugel.

= Beim weniger genauen EC-Verfahren werden die Fehler
so gross, dass das Pendel vom roten Magneten einge-
fangen wird. Richtig ware jedoch als Ruhepunkt der gel-
be Magnet, welcher mit dem genaueren RK-Verfahren
auch erzielt wird.

rote Kurve : Euler —Cauchy

Startkoordinaten (0.76,0.61)

griine Kurve : Runge-Kutia Manuelle Anderung

der Koeffizienten

Reibungskoeffizient p:=0.3
Ruckfihrungskoeffizient c:=0.3

Attraktionskoeffizient y:=1

Abb.6: Situation nach Anderung des Startpunkts um ca. 1 %

Bei gleichbleibenden Startkoordinaten kann auch mit einer
minimen Anderung beispielsweise des Reibungskoeffizien-
ten eine neue Endsituation resultieren. In Abb. 7 zeigt sich
auch hier wiederum einerseits das chaotische Verhalten bei
minimen Anderungen und andererseits nochmals der quali-
tative Unterschied der beiden Algorithmen.

rote Kurve : Euler ~Cauchy Startkoordinaten:  {0,76,0.61

griine Kurve : Runge-Kutta Manuelle Anderung

der Koeffizienten

Reibungskoeffizient p:=0.33
Ruckfuhrungskoeffizient c:=0.3

Attraktionskoeffizient y:=1

0.1
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Abb.7: Gegeniiber Abb. 6 ist der Reibungskoeffizient 10 % grésser

Die TI-Materialdatenbank (http://www. ti-unterrichts-
materialien.net) enthalt auch das Dokument lorenzwasser-
rad.tns, welches ebenfalls ein mechanisches System be-
schreibt, das in Abhangigkeit von den Systemparametern
chaotisches Verhalten zeigt.

Hinweis der Redaktion:

Die Datei magnetpendel.tns finden Sie zum Download in
der Material-Datenbank. Dort ist auch eine Online-Version
dieses Artikel abgelegt, in der die Abbildungen vergréRert
dargestellt sind.
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