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Vorwort der belgischen Autoren

Die Wirtschaft kennt viele mathematische Anwendungen. In diesem Skriptum werden verschiedene
Begriffe aus der Wirtschaft fiir die Sekundarstufe 2 mit zugehorigen Fragen in einem wirtschaftlichen
Kontext eingefiihrt. Der Einsatz des TI-84 Plus C Silver Edition und des TI-Nspire CX CAS erfolgt
parallel.

Walter der Volder' (1939-2014) war piadagogischer Berater fiir Mathematik im Bistum Briigge.

Guido Herweyers unterrichtet Mathematik und Statistik an der KU Leuven, Technologiecampus
Oostende, und Mathematik an der Hogeschool VIVES Campus Oostende.

Dominiek Ramboer unterrichtet Mathematik an der Hogeschool VIVES Campus Oostende und
Mathematik und Physik an den Petrus en Paulus Scholen Campus West (VTI Oostende).

Juli 2014

Vorwort

Das vorliegende Material bezieht sich auf die T* Cahiers 41 und 43, erstellt von Walter De Volder,
Guido Herweyers und Dominiek Ramboer, T* Vlaanderen (www.t3vlaanderen.be). Es wurde iiber-

setzt, bearbeitet und erginzt fiir Version 4.0 des TI-Nspire™ CX CAS im Rahmen von Veranstaltun-
gen des ACDCA (Austrian Center for Didactics of Computer Algebra) in Kooperation mit T* Oster-
reich (www.t3oesterreich.at). Auf die jeweils parallele Durchfiihrung mit dem TI-84 wurde aus Platz-

griinden verzichtet. Das Kapitel zu den Verflechtungsmatrizen wurde mit Einverstdndnis der belgi-
schen Kollegen hinzugefiigt. Die Koordination dieses Projekts wurde von Mag. Josef Bohm, ACDCA,
iibernommen.

Fiir allfallige Fehler sind die Bearbeiter verantwortlich.

Dezember 2015

Dieses und weiteres Material steht zum pdf-Download hier bereit: www.ti-unterrichtsmaterialien.net
Gedruckte Exemplare erhalten Sie iiber den Webshop: www.ti-activities-shop.net

Mehr Informationen zu T* Europe: www.t3europe.eu
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T3 Mathematik Mathematik in wirtschaftlichen Zusammenhangen

Ein diskretes dynamisches Marktmodell

In einer freien Marktwirtschaft wird der Preis eines Gutes im Allgemeinen durch das Wechselspiel
von Angebot und Nachfrage bestimmt. Ist der Marktpreis hoch, dann werden viele Produzenten ge-
neigt sein, das Gut herzustellen (grofles Angebot), aber es werden sich wenige Kéufer (Konsumenten)
fiir dieses Produkt finden (kleine Nachfrage).

Liegt aber ein niedriger Preis vor, dann stellt sich die Situation umgekehrt dar: Ein niedriges Angebot
(da wenig Anreiz fiir die Produzenten) ldsst einen Mangel am Markt entstehen (gro3e Nachfrage).
Jener Preis, bei dem sich Angebot und Nachfrage die Waage halten, heiit Gleichgewichtspreis, die
zugehorige Menge des Produkts Gleichgewichtsmenge. Man spricht vom Marktgleichgewicht.

Bei einem statischen Modell geht man davon aus, dass sich der Preis mit dem Zeitverlauf nicht &dndert.
Bei diesem Modell erhélt man die Idee von einem ,,idealen* Preis.

In der Realitdt wird sich der Preis eines Gutes mit der Zeit entwickeln. Ein Modell, das dies beriick-
sichtigt, heilit dynamisch. Der Marktpreis ist abhéngig von der Zeit. Wenn man nun die Zeit als eine
diskrete Variable betrachtet, nennen wir das ein diskretes dynamisches Modell. Die Preisentwicklung
wird durch eine Folge von Zahlen beschrieben. Kann man die Preisentwicklung durch eine stetige
Funktion beschreiben, dann erhalten wir ein stetiges dynamisches Modell.

Zur Beschreibung der Preisentwicklung fithren wir die Bezeichnung p,, ein. Damit bezeichnen wir den
Preis nach n Zeiteinheiten. p, ist dann der Anfangspreis.

Sobald sich der Preis im Zeitverlauf dndert, werden sich auch Nachfrage- und Angebotsmenge dndern
(anpassen). Diese Mengen wollen wir mit v, und a, bezeichnen.

Beispiel:

Die Nachfragefunktion eines dynamischen Modells ist gegeben durch v, = 150 — 3p,,
die Angebotsfunktion mit a, =-30 + 6p,,_;.

In diesem Modell wird die nachgefragte Menge durch den jeweiligen Preis zum gleichen Zeit-
punkt bestimmt, die Angebotsmenge hingegen durch den Preis, der eine Periode frither gebo-
ten wurde. Dadurch entsteht eine Verzogerung in der Bestimmung der Angebotsmenge. Die
Entscheidung, etwas zu produzieren, wird oft einige Zeit vor dem Beschluss, dieses Produkt
auch auf den Markt zu bringen, gefallt.

Wenn die Gleichgewichtsbedingung fiir jeden Zeitpunkt gelten soll, dann heif3t das soviel wie
a, = v, fiir jeden Zeitpunkt n.

Wir nehmen auch an, dass die angebotenen Mengen immer vollstindig am Markt unterkom-
men — sei es auch um einen niedrigeren Preis. Der Startpreis sei festgelegt mit po = 21.

Unser Ziel ist, eine Folge von Preisen zu berechnen, welche die oben genannten Bedingungen
erfiillen. Wir suchen die Preise fiir die ersten Zeitperioden:

t=0 py=21
t= 1 DPo= 21 Angebotsfunktion a, = 96 =y, Nachfragefunktion p1= 18
Angebotsfunktion 7 8 Nachfragefunktion 2 4

t=2 p=18 —————— o, ==y, ——————————> p, =

t= 3 pa= 24 Angebotsfunktion a = 114 =y, Nachfragefunktion pi= 12

Seite 6

© 2016 T° Europe



T3 Mathematik Mathematik in wirtschaftlichen Zusammenhangen

Wenn wir diese Berechnungen mit dem Computer durchfithren wollen, miissen wir die beiden
Rekursionsgleichungen zu einer Gleichung zusammenfassen.

(ln = Vn
-30+6p, ,=150-3p,
180—-6
p = =60-2p, ,
diskret_dyn —
wiln)=60-2- w1ih-1) 164ty
L] 4nifial Terms: =21 = .
15n399 nstep=1
1 X . ulln)=60-2 ullr-1)
ST 1 10 [ .,
1 10+ . k -
+ 168 0 5 . 14.85)
667 T b 16 ]

Der Preis scheint sich {iberhaupt nicht einzupendeln. Die Betrachtung der Wertetabelle und
besonders des Spinnwebdiagramms (Cobweb) bestétigt diesen Eindruck.

e el

ity n (ul(ny= ¥ 2
. 60-2*u1(

[ _ .,

. " 7 n -

et | Eg
10 M 0 x)_{

l 127.43
et . 1485 10t - \
= -
o [T8] . _
ui: 276 | «| h] - -145 u;i:l:l 36§12 ) ”: 6
Betrachten wir nun ein zweites Beispiel:
v,= 130-5 . _ 1504
" Pr mit py = 25. Das ergibt p, = T P30 0,8p, ,.
a,=-20+4p, 5

*diskret_dyn —

=LY
u2{n)=30-0 & u2(n-1) [24ty
Tminal Terms; =25 = - T 0 Bt 10
ey
157599 nstep=1 [ T~ u2ln)=20-0 8 u2ln-1)~
R""--.. =
. uzln)=30-08 n2lr-1)
[ ]
.'-'_'.I.M-_mmiuml
. p— ._____’___.--' —
- T X 5]
24 =T Ay " . X
e 3587y e (22,124 ) o= 4

Hier ergibt sich ein ganz anderes Bild. Der Preis scheint zu einem Wert zu konvergieren.

Im Trace-Modus lesen wir einen ,,Gleichgewichtspreis® von ~ 16,7 ab.

© 2016 T° Europe Seite 7
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Wenn wir die Folge von Preisen als Ergebnisse einer Iteration betrachten, dann kann die Theorie der
Iterationen angewendet werden, um die Entwicklung der Preise vorherzusagen.

Es sei F(x) die Funktionsvorschrift fiir eine Iteration x, = F(x,.;) mit dem Fixpunkt a oder a = F(a).

Dann gilt:
. a ist ein anziehender Fixpunkt wenn |F '(a)| <1,
. a ist ein abstoBender Fixpunkt wenn |F ’(a)| >1,
. «a ist neutral wenn |F’(a)| =1.
Im ersten Beispiel lautete die Iterationsvorschrift F(x) = @ =60 —-2x mit dem Fixpunkt o = 20.

|F ’(20)| =2>1, damit ist dies ein abstoBender Punkt und die Folge divergiert.

Fiir das zweite Beispiel ergibt sich F(x) = @ =30-0,8x mit dem Fixpunkt o= ?

50 e . . . .
‘F ’(?j‘ =0,8 <1, damit ist dies ein anziehender Punkt und die Folge konvergiert zu diesem Wert.

Aufgabe:

v = 120—c-
Gegeben sind Angebots- und Nachfragefunktion: | " i mit py = 10.
a,=2,5p, =30

Berechne den Fixpunkt und gib an, fiir welche Werte von ¢ dieser Fixpunkt anziehend ist.

Verdeutliche dies in einem Folgendiagramm mit einem Schieberegler fiir den Parameter c.

Losung:

Fixpunkt: « =

; anziehend fiir ¢ > 2,5
c+2,5

-42.22

Seite 8 © 2016 T° Europe
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Kostenfunktionen

Gesamtkosten

Die Gesamtkostenfunktion K(x) beschreibt den Zusammenhang zwischen einer bestimmten Menge x
eines Gutes und die fiir deren Produktion aufgewendeten gesamten Kosten: K(x).

Die Gesamtkosten K(x) lassen sich aufspalten in die Fixkosten F (K(x = 0)) und die variablen Kosten
K,(x). Diese variablen Kosten konnen als das Produkt K,(x) = x - k,(x) aufgefasst werden, wobei £,(x)
die variablen Durchschnitts- oder Stiickkosten sind.

Liegt z.B. eine lineare Kostenfunktion vor mit K(x) =a - x + b, (a,b € R), dann sind die Fixkosten

F = b und die variablen Stiickkosten a.

In den meisten realistischen Modellen hat die Kostenfunktion den typischen S-férmigen Verlauf.

Gesamthosten K

Fixkosten Menge x

1 Xg

Der Graph der Kostenfunktion schneidet die Kostenachse in den Fixkosten. Dann haben die Kosten
vorerst einen degressiv (verlangsamt) wachsenden und anschlieend einen progressiv (beschleunigt)
wachsenden Verlauf.

Welches sind die Bedingungen fiir diese Eigenschaften?

2
<0 fir0<x<uxg

o degressiv steigend: % >0 und —

2
. progressiv steigend: % >0 und C;x—lf >0 fiir x > x,.

An der Stelle x, liegt der Wendepunkt der Kostenfunktion, die Kostenkehre. Hier erfolgt der Ubergang
vom degressiven zum progressiven Verlauf der Kostenkurve.

© 2016 T° Europe Seite 9
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Durchschnittskosten und Grenzkosten
Die Durchschnittskosten (oder auch Stiickkosten) sind die Kosten pro Produktionseinheit und werden

daher definiert als k(x) = ( ) . Es ist auch die Bezeichnung K (x) tblich.

Unter den Grenzkosten versteht man jene Kosten, die entstehen, wenn man aus der momentanen Situa-
tion (Produktionsmenge x) die Produktion um eine Einheit erhdht, oder mit anderen Worten: Was kos-
tet die Herstellung der jeweils ndchsten Einheit? Das ist dann formal:

K(x+D)—-K(x) K(x+Ax)-K(x)

K(x+1)-K(x)= = mit Ax=1.
(x+1)-K(x) 0 A

Als Naherung fiir diesen Differenzenquotient wird in der Wirtschaftsmathematik gerne der Differenzi-
alquotient der Kostenfunktion verwendet.
lim K(x+Ax)—K(x) _ dK (x)
Ax—0 Ax dx

=K'(x).

Das ist vor allem dann geeignet, wenn sich der Verlauf der Kurve nicht stark dndert.

Die (momentanen) Grenzkosten K'(x) = aK(x) werden als Naherungswert fiir AK = K(x+1)— K(x)
dx

als Ubergang von einem diskreten zu einem stetigen Modell verwendet.

Gesamtkosten K
3R
—_— = AK
AK | dx
Ax=1
//
Produktionsmenge x
X x+1

Beispiel:

Eine Kostenfunktion ist gegeben mit K(x) =x" — 6x* + 13x + 2.

Dann lautet die Durchschnittskostenfunktion k(x)=x" —6x+13+ 2
b

und die Grenzkostenfunktion K'(x)=3x> —12x+13.

Vergleiche mit K(x+1)—K(x)=3x>-9x+8.

Beachte, dass limM
X—>0 K'(x)

=1.

Seite 10 © 2016 T° Europe
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In der grafischen Darstellung zeigt sich auch, dass die Grenzkosten fiir jede Produktionsmenge x, die
Steigung der Tangente an die Kostenkurve im Punkt (xo, K(x)) sind.

Die Durchschnittskosten k(xo) fiir jede Produktionsmenge x, werden in der Steigung der Geraden
durch den Ursprung und den Punkt (x,, K(x,)) ausgedriickt.

Es gilt: Wenn die Gerade durch die beiden Punkte (0, 0) und (xo, K(xo)) geht, dann ergibt sich fiir ihre
K(xo)_o — K(xo)

x,—0 X,

Steigung m = =k(x,).

Wir stellen nun die Gesamtkosten, die Durchschnittskosten und die Grenzkosten fiir unser Beispiel in
einem gemeinsamen Koordinatensystem dar und rechnen auf einer Calculator-Seite.

—

=]
k[x):=x3—6-x2+13-x+2pc:=0 Done
i{’f(x” {3'x2—12-x+13,x}0
gk(x]:={3-x2—12-x+13,x>0 Done

d k{x}: _ @ Done

© WVariable Gesamtkosten vk(x), variable Grenzkosten vgk(x), variable Stiickkosten vdk(x)

L'?c(x}:=x3—6-x2+l3-x|x:>0 Done
vg}f(x):=3-x2—12-x+13pc>0 Done
vaix) =x? -6 x+13pc>0 Done

In der Calculator-Seite wurden auch schon die variablen Kosten beriicksichtigt. Betrachten wir nun
die beiden Grafiken:

ran 1| B

b *Kostenfunkhon? — l"'*l'-"'.: Il =

£2(x)=gklx)

r{ 3 ) =dk(x)

R — =2=004=1=0 D-:'-d—b—b—s—]':l"?:ﬂ

Eigenschaft 1:

Wenn es fiir die stetige Durchschnittskostenfunktion dk(x) an der Stelle x = £ ein Minimum gibt, dann
sind fiir diesen Wert die Grenzkosten und die Durchschnittskosten gleich. Wir erkennen das im
Schnittpunkt der roten und blauen Kurve im linken Bild. Die Grenzkostenkurve trifft die Durch-
schnittskostenkurve in deren Minimum.

Beweis:

—0= K'(x)-x— K(x)= 0= K'(x) = X&)
X

( K(x) ) _K'(0)x-K(x)

X X

© 2016 T° Europe Seite 11



T3 Mathematik Mathematik in wirtschaftlichen Zusammenhangen

Wenn £"(f) >0, dann liegt ein lokales Minimum vor.

Nach ein wenig Rechenarbeit finden wir, dass £"(f5) = >0 und das bedeutet in der Praxis, dass

K'(p)
g

die zweite Ableitung der Kostenfunktion an dieser Stelle positiv ist (da ja £ als Menge sicher >0).

Die Menge, fiir die die Durchschnittskosten minimal werden, heil3t in der Kostentheorie Betriebsopti-
mum. Dieser Wert wird im Zusammenhang mit dem Marktpreis fiir dieses Gut auch als langfristige
Preisuntergrenze bezeichnet.

Die rechte Grafik zeigt uns, dass auch zwischen den variablen Durchschnittskosten und den zugehori-
gen Grenzkosten dieser Zusammenhang besteht. Im Minimum der variablen Stiickkosten decken sich
diese mit den entsprechenden Grenzkosten. Diese Menge heil3t in der Fachsprache das Betriebsmini-
mum. Und da hier auf die Deckung der Fixkosten offensichtlich verzichtet wird, gelten die zugehori-
gen Stiickkosten als kurzfristige Preisuntergrenze.

Eigenschaft 2:

Wenn die Kostenfunktion bis zur Kostenkehre x, 13[14]15

degressiv und nachher progressiv zunimmt, dann wse gy
werden die Durchschnittskosten ihren kleinsten K6 £20x)=gkly)
y=kix

Wert fiir einen Wert > x, annehmen. Das ist 7 1300 -dils)

eine Folgerung aus Eigenschaft 1. r =408

Die nebenstehende Abbildung zeigt dies deutlich.

2 SN T VW TN P e
S¥F 0.5 ; i

Beispiel:

Die Kostenfunktion sei gegeben mit K(x) =x’ — 4x* — 12x + 64.

-
Fastentunktion k1(x)

Alle Berechnungen werden mit
dem TI-Nspire CX CAS auf

3 ]
kllx)=x" =4 x5=12- xbEdlx=0 + Fertiz

Durchechnittskasten di1(x) und Grenzkosten gk (x) einer Notes-Seite durchgeﬁjhrt.
Ak} _kl_l:_'r] - Berri
X

i ~
gtz =—=(k1{z)} » Ferriz

ilx

(R 012 b, e f. . -
dk1ix) - p,]d['.]-l- 0 =12 x
Berechnung des Batriehsaptimums
5:*.'-'9[[%[&:1(.1]] u..Tl v ymd, 000000 Ty i[u:lklh]]p: 4 r4  tasachlich Minimum

el ! e

Paka(a) ghala) } - 144)  Stuckkosten und Grerzkosten stimmen ubersinl|

Seite 12 © 2016 T° Europe



T3 Mathematik Mathematik in wirtschaftlichen Zusammenhangen

Die grafische Reprisentation des Beispiels.

1 // — '.'.-
[ \’_/ (400, 400) .
.;\ﬂ‘ :

Aufgabe 1:

Beweise die oben genannte Eigenschaft 2.

Aufgabe 2:

Man kennt die variablen Durchschnittskostenfunktion fiir ein Produkt mit &, (x) =0.06x" —2,1x + 58

und die Fixkosten mit 200.
Berechne die Grenzkosten fiir den Output x = 20. Was bedeutet das Ergebnis?

Aufgabe 3:

Berechne fiir die Kostenfunktion K(x) = 0,15x — 2,5x* + 30x + 750 das Betriebsoptimum und das Be-
triebsminimum.

Losungen:

2. K'(20) =46, die Erhdhung der Produktion um eine Einheit kostet 46 Geldeinheiten

3. Betriebsoptimum = 16,99; Betriebsminimum = 8,33

© 2016 T° Europe Seite 13
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Erlos und Gewinn

Gesamterlos

Von einem Gut werden x Einheiten zum Preis p pro Einheit verkauft. Dann lésst sich der Gesamterlds
E auf einfache Weise berechnen:

Ex)=p-x.

Wenn der Preis p konstant bleibt, dann spricht man von einer vollstindigen Konkurrenz am Markt
oder auch von einem Polypol. Es ergibt sich natiirlich eine lineare Erldsfunktion, deren Graph eine
Halbgerade durch der Ursprung ist (x > 0).

Herrscht aber eine monopolistische Marktsituation, dann wird der Preis des Gutes durch die Nachfrage
bestimmt. Damit sieht die Berechnung des Gesamterldses so aus:

E(x) = pux) - x.

Wenn z.B. gilt x, =4 — p, dann ist p, =4 —x und E(x) = (4 —x) - x = 4x — x".

Durchschnittserlos und Grenzerlos

In Analogie zu den Gesamtkosten, den Durchschnittskosten und den Grenzkosten gibt es hier entspre-
chende Funktionen:

° Durchschnittserlos: E (x)= E()
X
° Grenzerlos: E'(x)= @
dx
4x—x*

=4—x und E'(x)=4-2x

Das bedeutet fiir das Eingangsbeispiel: E(x)=

Gewinn
Die Gewinnfunktion G(x) wird als Differenz von Gesamterlds und Gesamtkosten definiert:
G(x) = E(x) — K(x)
Es ist natiirlich klar, dass man vor allem versucht, den Gewinn zu maximieren. Gesucht ist die ge-

winnmaximale Absatzmenge x,.x. Im monopolistischen Markt gibt es zu x,,.x den zugehorigen Preis

Pmax = PAX = Xmax)-

Eigenschaft:

Im Allgemeinen ist die gewinnmaximale Menge x.x jene Menge, fiir die Grenzerlos und
Grenzkosten iibereinstimmen.

Beweis:

Fiir das Gewinnmaximum gilt G'(x__)=E'(x,_ )—K'(x,_ ) =0. Und daraus folgt unmittelbar

max max max

E’(xmax) = K,(xmax)'

Grafische Bedeutung: An der Stelle der gewinnmaximalen Absatz- bzw. Produktionsmenge sind die
Tangenten an Erlos- und Kostenkurve parallel.

Seite 14 © 2016 T° Europe



T°® Mathematik

Mathematik in wirtschaftlichen Zusammenhangen

Beispiel:

Losung:

Untersuche die folgende Marktsituation fiir ein bestimmtes Gut, die durch eine Kostenfunkti-

on und eine Erlosfunktion beschrieben wird:

K(x)=x"=59x> +1315x + 2000
E(x)=1000x — 2x

Fiihre die Rechnung zuerst ohne CAS-Unterstiitzung durch. Zeige, dass die Tangenten an

Kosten- und Erloskurve fiir die gewinnmaximale Menge parallel sind.

Hier folgt die Durchfiihrung mit dem TI-Nspire CX CAS:

5
M =50 1241315 1+2000

E'{l:li 1000 x=2- 1.:3

gly):=elx)-Hx)
sol'-'e|::ir|g|.1.'|]= 0, '

& Wao liegt das Maximum?

L:[x[u e=f 3,35}
dx”

@ gewimnmaximale Absatzmenge st 35

()2 () V=35
l dx dx

gl35)

.

Fertig
Fertig
Fertig
=3 or =135

{860,860 |

13925

Der maximale Gewinn betrigt 13935 Geldeinheiten.

=

50000 T ¥
{49.9,4 49e+4)
f2(x)=elx)
y=EE0x+ 2450 '115 ©)=k(x)
-
SewinRZone [ 35 1.39e+4 }
Z -
P /,-—‘
10000
(10.2, 1.06g¢E) £3(0)-gle)
/"’/1_:_*:&(:\' 11474.9
/| .
10 L —T0 =
3.7,-3.73e+3)
000 |

Die Grafik zeigt uns noch zwei wichtige Punkte. Die Schnittpunkte von K(x) und E(x) begrenzen die

Gewinnzone. Die linke Begrenzungsmenge (x = 10,8) heiit Gewinnschwelle, die rechte (x = 49,9)

Gewinngrenze.

© 2016 T° Europe
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Aufgabe 1:

Kosten- und Nachfragefunktion fiir ein Produkt sind gegeben mit K(x) = 0,15x” — 2x* + 24x+ 1400 und
px) =210 —4x.

a) Bestimme die Gewinnzone.

b) Berechne Xy und pmax sowie den maximalen Gewinn.

¢) Wo liegt das Betriebsoptimum und wie hoch ist die langfristige Preisuntergrenze?

d) Bei welcher Menge wird der grofite Gewinn/Stiick erzielt und wie groB ist dieser?

Aufgabe 2:

Mit K(x) = 0,1x* + 210x + 12000 kennt man die quadratische Kostenfunktion fiir ein Monopolprodukt.
Die zugehorige Nachfragefunktion soll ebenfalls durch eine quadratische Funktion modelliert werden:
Zum Preis von 420 ist die nachgefragte Menge 120 Einheiten, bei den Preisen 330 und 140 steigt die
Absatzmenge voraussichtlich auf 150 bzw. 200 Einheiten.

a) Wie lautet die Nachfragefunktion?

b) Berechne den moglichen Hochstpreis (x = 0) und die Séttigungsmenge (p = 0).

¢) Wo liegen die Gewinngrenzen?

d) Berechne die gewinnmaximale Menge, den zugehorigen Preis und das Gewinnmaximum.

Losungen:

1. a) [8,98;144,52], b) 16,37; 144,52; 450,85, c) 19,25;133, d) 14,76; 28,95

2. a) p(x)=-0,01x*—0,3x +600; b) Hochstpreis = 600; Sittigungsmenge = 230
¢) Gewinnzone: 32,77 bis 158,39
d) Xmax = 101,46; puax = 466,62; Gewinnmaximum = 1300,73
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Marginal- und Gesamtfunktionen (Integrale)

Von einem Gut werden x Einheiten verkauft. Der Gesamterlos E(x), die Gesamtkosten K(x), der Ge-
samtgewinn W(x), ... lassen sich aus den zugehorigen Grenzfunktionen (Marginalfunktionen) mittels
Integration ermitteln. Das sieht bei der Kostenfunktion so aus:

dK (x)
dx

=K'(x)= jK (x)dx =K (x)+C.

Beispiel 1:

Eine Firma hat berechnet, dass sich die Mehrkosten bei der Erhdhung der Produktionsmenge x
um jeweils eine Einheit beschreiben lassen mit x*— 2x + 4. Die Fixkosten betragen 100 Geld-
einheiten.

a)  Wie lautet die Gesamtkostenfunktion?

b)  Um welchen Betrag erhdhen sich die Kosten, wenn die Produktionsmenge von derzeit
10 Einheiten auf 45 Einheiten gebracht werden soll?

Wir fiihren die Berechnungen auf einer Notes-Seite durch.

- ——— —— "
a) Berechnung der Kostenfunktion:

gk(x)::x2—2- x+4|x20 * Fertig

3 W3
k(x):zx——x2+4- x+¢ * Fertig k(x) - L—:f2+4' xt+e
3 3

Wir berlcksichtigen die Integrationskonstante und die gegebenen Fixkosten:

3
Kk(x):=——x%+4 xtc » Feriic k(0)=100 * c=100
3
Damit lautet die Kostenfunktion (wir lassen den Zusatz |x>=0 weg):
'(3 2
k_(x):z'——x +4- x+100 » Fertig k_(x), sonst wird oben K(x) dynamisch Ubersohrieben.|
3

b) Die Mehrkosten sind k(45)-K(20): sie lassen sich ebenfalls durch - ohne Kenntnis der
Kostenfunktion - aus den Grenzkosten durch Integration ermitteln:

45
gk(x) dx » 28256.7 oder k_(45)-k_(10) » 28256.7
10

Beispiel 2:
Fiir Produktion und Verkauf eines Produkts gelten die folgenden Grenzfunktionen:
Grenzkosten:  K'(x)=x" —10x +26

Grenzerlos: E'(x)=34-3x

Fir welche Fixkosten nimmt der maximale Gewinn den Wert Null an?
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Die Durchfiihrung in den Notes konnte so aussehen:

= |

ge(x):=34—3- x » Fertig gk(x):=x2—10- x+26 » Feriig
gewinnmaximale Absatzmenge aus E' = K"
solve(ge(x)zgk(x),x) » x=-1 or x=8 Ko = O

Erlés— und Kostenfunktion berechnen:
e(x):=f(ge(x),x,c.7) » Ferfigintegral  e(x=0) = 0, daher e(O)=O > c1=0
k(x) =]l (gk(xlx, 62) » Ferti

oy

|Gewinn = Erlds - Kosten (soll fur x = 8 verschwinden)

-

L2 L2 3

Bei Fixkosten von 117,33 ist der maximale Gewinn gleich Null.

e(x} - o +34 xtc] e_(Jc}:z_3 it +34- x * Fertig k(x) r—-5 _'f2+26' xtc2
2 2 3
solve(e_(x)—k(x)=0,c2)|x=8 » 2= %2 %2, 117,333
3 3
ﬁ(ge(x}—gk(x}hxzé% * -9 Es handelt sich tatsachlich um ein Maximum.

[

Interpretation: Der Kurvenverlauf von Gewinn- und Grenzgewinnfunktion zeigt, dass das lo-
kale Maximum fiir die Menge x = 8 auch ein globales Maximum darstellt. Der Hersteller wird

bei derart hohen Fixkosten niemals in die Gewinnzone kommen.

427.61 1 ¥
Kostenfunktion

Erldsfunkion

L2
=

e

-9.57

Grenzerlds—Grenziosten

Gewinnfunktion

-290.3

38.17

Seite 18
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Marginalanalyse und Elastizitét

In der Wirtschaftsmathematik werden zwei Groflen verwendet, um die Verdanderungen von unabhén-
gigen und abhéngigen Variablen zu vergleichen. Die Grenzfunktionen vergleichen die absoluten Ver-

anderungen % , wogegen die relativen oder prozentuellenVerdanderungen durch ixy—iy verglichen
x

werden.

Marginalanalyse

Wie vorhin beschrieben, sind die Marginal- oder Grenzkosten jener Betrag, den die Steigerung der
Produktionsmenge um eine Einheit verursacht.

Wenn z.B. die Erh6hung der Produktionsmenge um 100 Einheiten € 1500 ausmacht, dann sind die
Grenzkosten € 15. Da die Kostenerhéhung nicht immer gleichmifBig mit der Produktionserhhung

verlduft, spricht man besser von durchschnittlichen Grenzkosten E; es ist moglich, dass die Kosten

iberproportional zur Produktionsmenge steigen. Es kann ja sein, dass man gerade fiir die ndchste Pro-
duktionseinheit einen Mitarbeiter mehr anstellen oder einen Lastwagen mehr kaufen oder den Ar-
beitsplatz vergroflern muss.

Nehmen wir an, dass eine Kostenfunktion vorliegt mit
K(x) =7(9 — 6x + x*) mitx>3.

Wenn x um Ax zunimmt, dann nehmen die Kosten zu um
AK =7(9—-6(x+Ax)+(x+Ax)’ —(9—6x+x7))
=7(Ax +(2x - 6)Ax)

Die durchschnittlichen Grenzkosten sind demnach

£=7(Ax+2x—6).
Ax

Bemerkung: In der Hinfiihrung zur Differenzialrechnung heiBt dieser Ausdruck ,,mittlere Anderungs-
rate” (im Englischen: “average rate of change®).

Fiihrt man den Grenziibergang von Ax — 0 durch, ergibt sich die erste Ableitung der Funktion und wir
haben die momentane Anderungsrate der Funktion vor uns, und das sind im gegenstindlichen Fall die
momentanen Grenzkosten.

Die (momentanen) Grenzkosten fiir x = 4 sind K'(x =4) =14. Andererseits ist aber K(5) — K(4) =21

und das ist deutlich von 14 verschieden.

Was geschieht hier? Die Definition der Grenzkosten als K(x + 1) — K(x), von der ausgegangen wird, ist

offensichtlich nicht mit den Grenzkosten K'(x) gleichzusetzen.

Nehmen wir einen grofleren Wert fiir x, etwa x = 50 oder x = 200. Wir erhalten K(51) — K(50) = 665
und K'(50) =658 oder K(201) — K(200) =2765 und K'(200)=2758.
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Woher kommt dieser Unterschied? Da die Marginalkosten als Ableitung der Kostenfunktion eigentlich
die Steigung der Tangente an die Kostenfunktion sind, berechnen wir die Anderung der linearen Funk-
tion fiir die Anderung Ax = 1. Und diese ist im Allgemeinen verschieden von der Anderung des Funk-
tionswerts der Kostenfunktion (auler wenn diese linear ist).

Fiir grole Werte von x spielt dieser Unterschied in der Wirtschaft keine Rolle. Verglichen mit x = 50
oder mit x = 200 sind ,,Fehler von 7 klein fiir den Betrag von K(50) = 15463 bzw. K(200) =271663.
Fiir kleine Werte von x (x = 4) ist Ax =1 ,,groB3, und da ist der Unterschied 7 grof im Verhéltnis zu
K#)=17

Elastizitit

Die Elastizitdt ersetzt die absoluten Verdnderungen durch die relativen (prozentuellen) Verdnderun-
gen. Wir wollen annehmen, dass eine Nachfragefunktion Q nach einem Gut als Funktion des Preises p
gegeben ist.

O(p)=7(9—6p+p*) mit0<p<3.
Wenn der Preis von p = 2 auf p = 2,5 steigt, dann verdndert sich die nachgefragte Menge
AQ=0(2,5)-0(2)=-5,25.
AQ 525

Die durchschnittliche Verdnderungsrate im Intervall [2; 2,5] betrdgt ~ = 05 =-10,5.
\p >

Die ,,Grenznachfrage* fiir p =2 ist Q'(p =2)=-14 daja Q'(p)=—-42+14p.

Die relative Mengendnderung (Absatzriickgang) iiber dem Preisintervall [2; 2,5] ist gegeben mit

% = % =-0,75, die verursacht wird durch eine relative Preisdnderung (Erhéhung) von
ap 0.3

=0,25. Die Absatzianderung (Folge) ist stiarker als die Preisinderung (Ursache). Man sagt,
p

dass die Nachfrage preiselastisch ist.

Das Verhéltnis der beiden prozentuellen Verdnderungen nennt man die Bogenelastizitdt der Nachfrage
fiir das Preisintervall:

AQ

P 0O p-AQ -0,75 3 relative Mengenédnderung

© A 0-Ap 025 relative Preisidnderung
p

Einer Preisdnderung um 1 % (nach oben oder unten) folgt eine Absatzénderung von 3 % (nach unten
oder oben).

Wenn man in der Bogenelastizitit den Grenziibergang Ap — 0 durchfiihrt, gelangt man zur Punktelas-
tizitdat der Nachfrage Q beziiglich des Preises p.

gQ(p):A]irnowzﬁ.g‘

0 Q-Ap Q dp

Fiir unser Beispiel bedeutet dies: 6@(p)=%-7(2p—6):2p(p_23)= 2p .
79-6p+p7) (p=3° p-3

Und weiter &,(p=2)=—4.
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Definitionen:

o wenn ‘gg ( p)‘ >1, dann ist die Nachfrage Q elastisch in p.
. wenn ‘SQ ( p)‘ <1, dann ist die Nachfrage Q unelastisch (auch starr) in p.
o wenn ‘gQ ( p)‘ =1, dann ist die Nachfrage Q proportional elastisch in p.

. wenn ‘EQ ( p)‘ =0, dann ist die Nachfrage O vollkommen unelastisch in p.
Beispiele:

- Die gefahrenen Kilometer mit einem Fahrzeug werden stark mit dem steigenden
Treibstoffpreis fallen (elastische Nachfrage).

- Die Menge an Brot, die in einer Familie verzehrt wird, wird sich mit steigendem
Brotpreis nicht sehr &ndern (unelastische Nachfrage).

- Die Salzmenge, die in einer Familie verbraucht wird, wird sich mit steigendem oder
fallendem Salzpreis kaum dndern (vollkommen unelastische Nachfrage).

Wir wollen nun fiir unsere Funktion Q(p) = 7(9 — 6p + p°) mit 0 < p < 3 herausfinden, fiir welches
Preisintervall die Nachfrage elastisch ist. Da gilt es, die Ungleichung &, <—1 zu losen.

2p 2- 1<p<3
p_3<—1 [(p=3)<0!! solve —pbl,p |0<p=3 Pk 0
=
2p>—-p+3 y -
3p>3 il .
p>1 daher 1<p<3 't \1- 2(x)=-1 ®
IR
| nh-]-{"' 05xS3
-3 =1
Bemerkungen:

o fiir die Elastizitdt wird in manchen Biichern auch der Buchstabe 7 verwendet.

. es gibt Autoren, die die Elastizitdt mit einem negativen Vorzeichen versehen, so dass
der Wert immer positiv erscheint.

o fiir O(p) = 7(9 — 6p + p*) mit 0 < p < 3 ergibt sich gy(2) = 4 und fiir
O(p) =7(20 — 6p + p*) mit 0 < p < 3 ergibt sich &o(2) =—1/3. Aber fiir beide Funkti-
onen erhalten wir die gleiche Marginalmenge Q'(p =2)=—14. Es erweist sich, dass

die Marginalanalyse kein geeignetes Instrument ist, um relative Verédnderungen zwei-
er Variablen zu messen.

wenn Ap klein ist, sodass

* aus gg(p):Alifnog% fOlg'[ &‘Q(p)zg-i—Q
\p—> . p

20 = &,(p) % wenn Ap klein ist. Eine relative Verdnderung von p = 1 % (Ursache)

0

zieht die relative Verdnderung von &y(p) % nach sich (Wirkung).
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Aufgaben:
1 Berechne die Elastizitit fir Q(p) =p" (p > 0).
2 Berechne die Elastizitit fir Q(p)=b - e“? (p > 0).

3 Beweise, dass die Elastizitit eines Produkts zweier Funktionen die Summe der Elastizititen
dieser Funktionen ist.

4 Die Nachfragefunktion fiir ein bestimmtes Isoliermaterial ist gegeben durch
O(p)= (ISTP)Z, (p >0), mit p in EURO und Q in m”. Die Produktionskosten fiir x Ein-
4
heiten werden beschrieben durch K(x) = 2x + 1 (in EURO).
Berechne die Preiselastizitit des Gewinns fiir den Preis p = € 20/m” unter der Annahme, dass
Produktionsmenge und nachgefragte Menge tibereinstimmen.

5 Die Formel von Amoroso-Robinson lautet: E'(x)=p- [1 + LJ Fiithre den Beweis und zeige,
£
0
dass daraus folgt: Im Erlosmaximum ist die Preiselastizitdt gleich —1.

Losungen:
1. n
2. ax

3. Verwende die Definition der Elastizitit und die Produktregel

4. Gewinn = Erlos — Kosten= p - Q- (20 + 1), g5 =-0,0826
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Gewinnmaximum (fiir zwei Produkte)

Zwei Produkte A und B werden in den Mengen x und y erzeugt. Die dabei entstehenden Gesamtkosten
lassen sich beschreiben durch K(x,y) = 6x + 4y +525. Diese Kosten bestehen aus drei Teilen: den vari-
ablen (proportionalen) Kosten fiir die Herstellung von je einer Einheit A und B (6 bzw. 4) und den
Fixkosten 525, worin z.B. die Abschreibungen fiir Maschinen und Gebéude beriicksichtigt werden.

Die Verkaufspreise der beiden Giiter hingen von den jeweiligen Produktionsmengen ab und sind ge-
geben durch p, =36 —x und pg = 44 — y. Wir wollen annehmen, dass alle produzierten Giiter auch
verkauft werden kénnen. Der Gewinn ergibt sich aus der Differenz von Gesamterlos und Gesamtkosten.

Aufgaben:
a) Erstelle die Gewinnfunktion G(x,y).

b) Fiir welche Produktionskombination (x,y) kann {iberhaupt ein Gewinn erzielt werden?
Erzeuge diesen Bereich und stelle fest, wie der maximale Gewinn zu erreichen ist.

¢) Berechne den Gewinn fiir (10,20) und (20,10). Markiere die entsprechenden Punkte in der
xy-Ebene.

d) Nimm an, dass beide Giter in den gleichen Mengen hergestellt werden miissen. Wie hoch ist nun
der maximale Gewinn? Wie lésst sich diese Frage grafisch beantworten?

e) Wie lasst sich d) beantworten, wenn von B doppelt so viel wie von A hergestellt werden soll?
Verallgemeinere so, dass von B das m-fache der Menge von A zu produzieren ist.

f) Zeige an der Grafik, dass bei der Forderung, von B die doppelte Menge von A herzustellen, kein
Gewinn gemacht werden kann.

g) Berechne, fiir welche Werte m bei y = m-x ein Gewinn moglich ist.

h) Gib die Menge der Punkte an, fiir die fiir y = m-x der maximale Gewinn entsteht.

Antworten:

a)  Erlésfunktion: E(x,y)=x-p, +y-ps=x-36-x)+y-(44-y)=—x -y’ +36x+44y
Kostenfunktion: K(x,y)=6x+4y+525
Gewinnfunktion: G(x,y)=E(x,y)—K(x,y)=—-x>—y* +30x +40y — 525

m' *Kostenfunktion3 — mm kel b *Hostenfunkhon3 — P-"-f"f-‘m

el ) =x- (36-x)+y- (443 Eertig 1y - | eley) | =
e =6 x+4 34525 Fertig ' o
gley):meley)-rxy) Fertig
2ley) %2 +30 x-p2+40" y-525
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b)

Erste Losungsmoglichkeit:

Nimm erst x als einen festen Wert zwischen 0 und 36 an. Dann erhilt die G(x,y) die folgende
Form:

G(x,y)=—y> +40y +(—x +30x —525)

CeR

=—y* +40y+C

Wir berechnen das Maximum dieser quadratischen Funktion und finden es an der Stelle

4 . . .
y=- 5 (0 D =20. Dieser Wert ist unabhéngig vom Wert fiir x.
G(x,y =20)=-400+800—x* +30x — 525
=—x" +30x—125.
. . . S . . 30
Diese quadratische Funktion erreicht ihr Maximum fiir x = — Y =15.
¢ *Kostenfunkion3 —
fMax L\,}-':lbr-ct}:
I'Maxf_g L'c',zl:l},x] x=15
l‘Max{gl;r,_yhy-c,x] x=15
rMax(g(15.3).5) y=20
€ die Reihenfolge des Einsetzens ist egal.
gl15,20) 100
k =

Der Maximalgewinn betrdgt 100 und wird bei Herstellung und Verkauf von 15 Einheiten A und
20 Einheiten B erzielt. In der 3D-Darstellung sehen wir den Graph der Gewinnfunktion als F14-
che mit der durch einen Schieberegler gesteuerten Horizontalebene. Sie beriihrt die Flache im
hochsten Punkt im Abstand 100 von der xy-Ebene.

Zweite Losungsmoglichkeit:

Man kann die Gewinnfunktion so umformen,

dass vollstindige Quadrate in den Variablen x
und y entstehen. Wir lassen diese Manipulation | ® Erganzung auf vollstindige Quadrate

vom Rechner durchfiihren: completeSquars(g(x.y).x)

Der letzte Ausdruck stellt einen Kreis mit dem -(x-15)2-(~20)+100

Mittelpunkt in (15,20) und Radius 100 dar. . .
-(x-15)*-(3-20)* +100=0

2420 x=p> +40- y=525=0

Diese Situation wird nun simuliert.
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£4 1 E C D Ii- £ 1 B C D Ii-
=I'_r =mathklj = =matklist{=seqimaod

o 0| 1 0| 0

< 0 2 0 1

’ 0 3 0 2

4 | 0. | | 4 . 0. 2 | |

= 0 = s 0 " U
A l‘! -mntl']L:t{:i-q[:-‘.-q':.,\_1'_'3'_-14]..1._0_ 3:_'-]}' 4| b I

Wir erzeugen zuerst alle moglichen Kom-

binationen von — ganzzahligen — Produkti-
onsmengen fiir A und B mithilfe zweier
Listen |1 und 12.

Anschlielend wird fiir alle Paare (x,y) der
Gewinn G(x,y) berechnet(Liste 3). In den
Listen 14 und I5 finden wir dann die Koor- (1112)
dinaten jener Punkte, fiir die ein positiver

Gewinn entsteht.

rae

B “kostenfunktion3>  Fao {1169 B “costentunktion3 > Rao {63
€401 B C gewinn [P 'i‘ €41 B C gewinn P 'i‘
= =mathlistq=seq{mo: ='g(1.'2) = =mathlistq=seq{mo: ='g('11.'2)
1] o| of 525 | 1] 0 of -5
2 0 1 -436 2 0 1 -436
3 0 2 -449 N 3 0 2 -449 N
4 | 0. 3 -414. . 4 | 0 3 -414.
S 0 4 391 o S 0 4 391 =
c| gewinn ~'g(77,72) [4]» c| gewinn ~'g(77,72) 4|»

Wir konnen erkennen, dass die Punkte un-
gefihr im Inneren eines Kreises liegen.

Wir wollen den Kreis mit dem Mittelpunkt -’% 1niin

in (15,20) und dem Radius 10 iiber die Ein- k g ]

gabe der Kreisgleichung zeichnen lassen. .=II RS
Y

(14,15)

s7:( 15, 20 ) g

-'lj-j.g—l-z-m—;—z—l—l—l—f—i—l—'l—l—f—
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mm el b *Fostenfunkion3 —

[ o1 @ (x-15P+(y-2002=10f

L "—2'06‘-"2

ran {1 F3

LI 1]
pistatiiin

sHiitaiHia]
fintitniiiag

25

m N R P *Fostenfunklion3 — rac {13

i

iERiHIR

i
=

i
iiERItIIn:

Rl

(14,15)
(x-15)2+(~20)2=(10)%

-3

L "-2'06‘-"2

33 mm ¢ *Kostenfunktion3

rac 41 F3

€ 41 C gewinn U 14

= [=matklist{=seq(mod ="g('11,"2) | =iffn(gewi
"”'I 'I:rl T.’I *:rrl 'I‘Jl
554 15| 18| 96| 15
635 15| 19 99 15
2] 15| 20 100 15
1) K5 21| 93| 15
Lf;?a| =100 4|»

Dritte Losungsmoglichkeit:

31 mm *Fostenfunklion3 —

ran {1 F3

40-2y

solveH i{g&&”{ﬂ,i{gﬁwﬂ'ﬂ } {xp }]

¥=15and =20

™

Wir sehen wiederum, dass der gro3te Gewinn mit
G =100 im Punkt (15,20) angenommen wird. Das
ldsst sich auch geometrisch interpretieren:

Die Punkte innerhalb des Kreises versprechen
einen Gewinn, jene auflerhalb einen Verlust. Lie-
gen die Punkte am Kreis, entsteht der ,,Break-
Even®, weder Gewinn noch Verlust.

31 mm * *Kostenfunktion3 — rac {13

-

= () ;{g(xﬂ} L) o

4
2 4]

d
_2{8&,}””11‘- 15 and y=20
dax

( (glxy)) )h lsandy-vn!

Die eleganteste Weise, das Maximum zu finden, ist es, die Differenzialrechnung anzuwenden.
Wir bilden die partiellen Ableitungen nach x und y und 16sen das entstehende Gleichungssystem
auf. Die Art des lokalen Extremwerts wird {iber die zweiten Ableitungen bestimmt:

Sola,b)- 1, (a,b)— (], (a,b))* >0 und f. (a,b)>0 — (a,b) lokales Minimum
Solab)- 1, (a,b)— (], (a,b))* >0 und f. (a,b)<0 — (a,b) lokales Maximum

¢)  G(10,20) =75 (Gewinn, Punkt liegt innerhalb des Kreises)

G(20,10) = -25 (Verlust, Punkt liegt aulerhalb des Kreises)
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d)  Fiir y = x éndert sich die Gewinnfunktion in
G(x) =—2x" + 70x — 525. Das ist die Glei-
chung einer nach unten offenen Parabel mit
dem Scheitel in (17,5/87.,5). 2
Fiir 17,5 Einheiten von A und B wird der g( 35 35 ] 175
Maximalgewinn von 87,5 erreicht. E 2
35 175 l17.5 87.5) I
2 2 k

Geometrisch konnen wir so vorgehen: Wir zeichnen zuerst den Graph von y = x. Von vorhin
wissen wir, dass der Gewinn umso hoher wird, je ndher der Punkt (x,y) beim Kreismittelpunkt
liegt. Der nichstliegende Punkt auf der Geraden ist ihr Schnittpunkt mit der Normalen durch den
Mittelpunkt. Diesen konnen wir iiber das Geometry-Menii direkt finden. Dazu ist es aber not-
wendig, zuerst den Graphen von f1(x) durch eine Gerade zu {iberlagern. Wir zeichnen dann eine
Gerade durch (15,20) und verfolgen den Gewinn bei ihrer Drehung um den Mittelpunkt.

m EX R KR ¢ *Hostenfunklion3 — RAD f.-m m EPREERN ¥ *Fostenfunktion3 — RAD J'.-n
' 3441 Ty

> P £1x)mx

:::".I I S : :::".I

5 AE (h7s\iz ) X
( 4 / b NG Text

~a%-b%+30a+40b-525 ; a2-b2+30a+40b

i Gewinn = 62.7 i Gewinn = 87.5

12-39+2067F2 -3 127394206 2 sh

Das Maximum wird — wie erwartet — fiir (17,5/17,5) mit G = 87,5 angenommen.

e)  Fiir y = 2x erhalten wir den Schnittpunkt (11,22) und den Maximalgewinn 80. Fiir die Verallge-
meinerung y = m-x erweist sich ein Schieberegler als ausgezeichnetes Werkzeug.

m ETN R *Kostenfunklion3 — ran{1F3 31 mm b *Kostenfunktion3 o ran {3
a1ty
I /1 {x)=m- x gli=y=m_-x ye=m_-x
Lo T1(11, 28) ::\
W =2 | agaf o g ; 'l - 1{_15
. I Py g2 == m—- (x-15) :;.-l---zl.‘.l--Q
bR || m_ m_
TNy solve({g7.£2}, {x})
A 5 (4 m_+3) 5 m_ (4 m_+3)
I e x= and y= and
5 i -a“-b*+30a+40b-525 m_241 R 241
i Gewdrn = 80 I
.'m-_\,g-i-g-g.ﬁ? _—l—l—l—H—H—l—H—H—l—l—l—H—4-3—:;E =
. : . 15+20m 20m> +15m . . .
Der Schnittpunkt hat die Koordinaten T T ] Wir mussten die Variable
m+ m°+

m_ verwenden, da m bereits als Variable fiir den Schieberegler auftritt.
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f) Mit dem Schieberegler sicht man sofort, dass es weder fiir m = 0,5 noch fiir m = 5 Punkte im
Kreis geben kann.

g)  Der Break-Even tritt ein beim Gewinn G = 0. Wie wir schon gesehen haben, ist das dann der
Fall, wenn die Gerade y = m x den ,,Gewinnkreis* beriihrt. Die beiden moglichen Schnittpunkte
der Geraden mit dem Kreis miissen zusammenfallen, d.h., dass die entsprechende quadratische
Gleichung eine reelle Doppellésung haben muss:

Wir schneiden Kreis und Gerade und setzen Costenfunktion3 = .
die Diskriminante der entstehenden quadra- gbey)=0p=m_ x ~

tischen Gleichung gleich Null. -{,,-,_2+ 1) - x2+(40- m_+30) x-525=0
Ergebnis: Mogliche Gewinne mit einem solve(-{m_z + 1) 2 +(40 m_+30)- x-525=0,
Gewinnmaximum gibt es flir -5 u Som_2+24 m_-12 -4 m__;]
0,57 <m <4,23. x= N orx?
m_—+l

Bestiti . hi ler!

estitige das mit dem Schieberegler mlw('s_ m_2+2 o 2-u,m_) I

k m_=0.56697 orm_=423303 .

h)  Bevor wir rechnerisch vorgehen, kdnnen wir die Ortslinie der Punkte, die fiir jedes m den maxi-
malen Gewinn ermoglichen, grafisch ermitteln.

Zu diesem Zweck erweitern wir den Be-
reich fiir m im Schieberegler und vergro-
Bern den Bildbereich.

Aktiviere den LotfuBBpunkt und rufe tiber
das Menii die Geometriespur auf. Nun

musst du nur noch den Wert fiir m tiber den

. . . ‘.I:‘.II::‘.I‘.IH::II‘.III:‘.H.:'I".I‘.IH'IH'IIH?H:IH}C
Schieberegler verédndern und die Ortskurve RV ] 43,52
entsteht — offensichtlich ist das ein Kreis. T

224 1
k 1: Aktionen [ ] mm el b *Hostenfunkion3 — F”E'{.-.m
15 2: Ansicht 3 - -
#hs 3: Graph-Eingabe/Bearbeitung »
1E 4: Fenster/Zoom 4 //

(7, 5: Spur (%, 1: Grafikspur

\t 6: Graph anal$% 2: Spur-alle

17: Tabelle |7 3: Spur-Einstellungen...
i sametriesp

#5 8: Geometry |~
11 9: Einstellungérmer o= TIESPU

/:: i f

Wenn wir den Ursprung O (0/0), den Mittelpunkt des Gewinnkreises Z (15/20) und den Lot-
fuBpunkt P(x,y) betrachten, dann bilden diese drei Punkte ein rechtwinkeliges Dreieck und

wir konnen den Pythagordischen Lehrsatz anwenden:

—2 —2 ==
OZ =0OP +ZP .
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Es lasst sich auch hier der Rechner ein-

setzen, wenn wir das Quadrat der Lan-
ge eines Vektors iiber das Skalarpro-

dotF[o—z,o—z}-dutP{a—p,a—p}+dotP{z—p,z—p]
625=2 x2=30- x+2- y2-40- y+625

dukt berechnen.

Das Ergebnis bestitigt unsere Vermu-
tung: Die Ortslinie ist ein Kreis mit sei- “mpleteSquare
nem Mittelpunkt in (7,5/10) und dem
Radius 12,5. (x=7.5)2+(~10)2-156 25

S

2 2 '
2 x°=30-x42- y=-40-y

A

> ¥

Aufgabe:

Zwei Produkte A und B werden in den Mengen x und y erzeugt. Die dabei entstehenden Gesamtkosten
lassen sich beschreiben durch K(x,y) = 10x + 12y +1200. Die Verkaufspreise sind gegeben durch
pa =140 —0,8x und pg =90 — 0,5y.

a) Erstelle die Gewinnfunktion G(x,y).

b) Fiir welche Produktionskombination (x,y) kann iiberhaupt ein Gewinn erzielt werden?
Erzeuge diesen Bereich und stelle fest, wie der maximale Gewinn zu erreichen ist.

¢) Wo liegt das Gewinnmaximum, wenn die beiden Giiter A und B im Verhéltnis 3 : 2 produziert
und verkauft werden.

Losung:
a) G(x,y) =—0,8x> + 130x — 0,5/ + 78y — 1200
. . . . . . (325
b) Das Paar (x,y) muss innerhalb einer Ellipse mit dem Mittelpunkt in 7,78 und den Ach-

/142465 28493 .
sen a = 2 und b = 5 liegen.

Der maximale Gewinn wird fiir 81,25 Einheiten von A und 78 Einheiten von B mit insgesamt
7123,25 Geldeinheiten erzielt.

¢) 89 von A und 59 von B; Maximalgewinn ist 6901.
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Modell fiir eine Preisentwicklung

Ein Marktmodell fiir ein Wirtschaftsgut geht aus von den folgenden Annahmen:

e Nachfragefunktion g(p) und Angebotsfunktion a(p) sind Funktionen des Marktpreises und

gegeben durch:
=1-
{Q(p) P mito<p<i
a(p)=2p
o Aufgrund eines Nachfrageiiberschusses dndert sich der Preis mit der Zeit t nach

ap
—= —a(p).
o 4@ —ap)

Beispiel:
a) Drlicke den Preis p als Funktion der Zeit ¢ aus.

b) Uberpriife, ob die allgemeine Losung stabil ist, und wenn ja, berechne das Marktgleichgewicht.

¢) Zeichne und interpretiere das Phasendiagramm.

Losung:
. . dp . 2
a) Aus der Angabe ergibt sich o p=>0-p)-2p°.

Diese Differentialgleichung erster Ordnung kann tiber Trennung der Variablen mit einer Partial-
bruchzerlegung leicht gelost werden. Wir iiberlassen diese Arbeit dem TI-Nspire CX CAS:

|

dt‘f&."]'-'t:{u'—l o -'-"_IJz.f._ﬁP} ]rl.'[2 p—l]_lan+1} -
3 3
:-'}.'\Iv.'-( In(2 p-1) M=“ ”‘) o3 g €l PERTIPERY 1
3 3 * 1] and =
. - ! 7 a3 i_gi €l 9 ad g3 el
5. A Fertig
e 4 £
ple):=
2 ea"r—r.
lum L[” i
P ;
<
mlw{] p_=2 p_',p_] p_=lorp —l
3

Wir setzen fiir e/ die Konstante ¢ ein. Damit lautet die allgemeine Losung

3t

pt)= 263# mit ¢ € R. Es gibt noch eine singuldre Losung mit p(f) = —1. Sie fillt aulerhalb
-c

des Intervalls [0,1], daher werden wir sie nicht weiter beriicksichtigen.
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b) Die allgemeine Losung ist dann stabil, wenn der Grenzwert lim p(¢) existiert und von der Integra-
t—0

tionskonstanten ¢ unabhingig ist.

Der TI-Nspire CX CAS zeigt, dass der Grenzwert ) existiert und von ¢ unabhéngig ist. Daher ist

die Losung stabil mit dem dynamischen Gleichgewichtswert 0,5.

Das statische Gleichgewicht bedeutet, dass Nachfrage und Angebot libereinstimmen. Das ist dann
der Preis p fiir den g(p) = a(p). Dieser Preis ergibt sich als 1. Koordinate des Schnittpunkts der
beiden Kurven.

ran {3

1
Beachte, dass die Nachfragefunktion ¢(p) b7
fallt und die Angebotsfunktion a(x) steigt. Bei '
steigendem Preis sinkt die Nachfrage, hinge-

2 m *Preisanpassung =

¥

gen steigt das Angebot.

Der interessante Schnittpunkt liegt bei _—

p =0,5. Damit stimmen hier dynamisches und
statisches Marktgleichgewicht iiberein.

Da der Anfangspreis p, €[0,1], ergibt sich, 1 KK m } *Preisonpassung—_FACLTER
dass ce [—1,—1}. p(0) Ae+1)
? =2
solve{pfhﬂ,c) ;_m
Wir wihlen fiir ¢ ein paar Werte aus diesem c=2 po+l
Intervall. 2 po-1 po-{01} {_li}
po+l 2R
| st

Fiir ¢ e[-1,0] sind alle Graphen steigend und

nihern sich von unten an die waagerechte

Asymptote p =0,5.

Fir ce [0,1} sind die Graphen fallend und
2 —
f"‘[‘:l;{Ft* L0 je=-1

ndhern sich von oben an die Asymptote.

et
304
Was folgt daraus?

Unabhéngig von seinem anfénglichen Wert entwickelt sich der Preis zum Marktgleichgewicht von
p =0,5. Das bedeutet die Stabilitit der Losung.

Nun soll noch das Phasendiagramm gezeichnet und interpretiert werden.

© 2016 T° Europe

Mathematik in wirtschaftlichen Zusammenhangen

Seite 31



T°® Mathematik

Mathematik in wirtschaftlichen Zusammenhangen

Wenn eine Differentialgleichung von der Form y'= f(y) ist, dann kénnen wir y’ als Funktion

von y darstellen. Das nennt man Phasendiagramm. In unserem Problem heif3t das nun

p'==2p°—p+l.

Wir sehen, dass p' =0 fiir p = 0,5. Da wird
keine Preisdnderung eintreten (stabile Losung
des Gleichgewichtspreises).

Wenn p <0,5, dann ist p’' >0, was bedeutet,

dass der Preis zum Gleichgewichtspreis hin
steigen wird.

Fiir p > 0,5 gilt dann das Gegenteil.

Wir kénnen beim Gleichgewichtspreis kleine
Pfeile anbringen und so deutlich machen,
dass es sich um ein stabiles Gleichgewicht
handelt.

Das Phasendiagramm informiert uns iiber den
Verlauf von p, ohne dass wir diesen explizit
darstellen miissen.

Aufgaben:

F *Preisanpassung ==

|il.2 1.3

E[r]={'2 x2—x+1,05x<1

rac {1 F3

016 .05

rsh]:{-_e 2 —x+1 D€l

2181k

-'l:r.'lﬁ.' pos ‘{Ef".i,'i)} ST

1 Fiir den Preis p eines Produkts gilt die Gleichung p'=8p —2p°.

Bestimme das Marktgleichgewicht. Welche Aussage iiber die Stabilitét dsst sich machen?

2 Das Preisanpassungsmodell von Evans:

Nachfrage- und Angebotsfunktion seien linear und gegeben durch:

{q(p)=a—ﬂ-p
a(p)=-y+o-p

mita, S, y, 6> 0.

Die Preisénderung ist in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ proportional zum Nachfrageiiberange-

bot:

% =3q(p)—a(p)) mit $>0.

Zeige, dass der Gleichgewichtspreis p, =

Zeige weiter, dass die allgemeine Losung gegeben ist mit p(¢)=c-e

a+y
+5

—9(p+3)

Zeige, dass dynamischer und statischer Gleichgewichtswert gleich sind.

Zeichne das Phasendiagramm. Welche Gestalt hat der Graph?

+p, mitceR.
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Konsumenten- und Produzentenrente

Wir gehen wieder von einem Marktmodell aus, bei dem sich der Preis eines Gutes aus dem Wechsel-
spiel von Angebot und Nachfrage entwickelt. Im Unterschied zu den vorigen Beispielen, in denen
Angebot und Nachfrage als Funktion des Preises p beschrieben wurden, sollen jetzt in umgekehrter
Weise Angebots- und Nachfragepreis als Funktion der Menge x aufgefasst werden.

Gegeben sind eine Angebotsfunktion p, = p,(x) und eine Nachfragefunktion p, = p,(x). Das Markt-
gleichgewicht (Gleichgewichtspreis und -menge) ergibt sich aus dem Schnittpunkt der beiden Funk-
tionsgraphen p, = p, mit (x,p0).

In der Literatur findet man nun oft eine Erkldrung in diesen oder dhnlichen Worten:

Ein Konsument, der bereit wire, einen hoheren Preis als p, bei einer Angebotsmenge x < x, zu bezah-
len, erzielt natiirlich einen Vorteil, wenn er nur den Nachfragepreis p,(xo) bezahlen muss. Die Gesamt-
summe dessen, was sich alle Konsumenten ersparen, ergibt die sogenannte Konsumentenrente. Sie
wird berechnet als die Fliche zwischen dem Graph der Nachfragefunktion und y = p, fiir [0,xo].

Das soll nun etwas genauer erklért werden.

Wir teilen die Mengenachse in # Intervalle mit
den Breiten Ax (z.B.:Ax =5). Stellvertretend fiir
die Nachfragemengen zwischen 15 und 20 neh-
men wir die Intervallmitte x = 17,5. Der Preis
wire p(x=17,5). Damit ergébe sich fiir dieses
Intervall ein Erlos von 5-p(x=17,5).

Die Ersparnis wire 5-p(x=17,5) — 5-60. Die
Summe aller Ersparnisse ergibt sich aus der

i Menge
Summe I g‘: >

> (Pl Ax = py A6 = Y ((3,) = A

In diesem Ausdruck erkennen wir eine Riemannsche Summe, die bei Verfeinerung der Intervalle mit
Ax — 0 und n — oo zu einem bestimmten Integral fiihrt:

Po
_[ (p,(x) = p,)dx = Flache zwischen y = p,(x) und y = p, = Konsumentenrente.
0

Auf dhnliche Weise erklart man den moglichen Gewinn des (der) Produzenten, wenn er (sie) das Gut
zu einem besseren Preis (Gleichgewichtspreis) verkaufen kann (kdnnen), als er (sie) urspriinglich dazu
bereit gewesen wire(n). Dieser fiktive Gewinn ist die Produzentenrente und ergibt sich als Flache
zwischen y = p,(x) und y = p,.

Py
j (p, — p,(x))dx = Flache zwischen y = p,(x) und y = p, = Produzentenrente.
0

Diese Bezeichnungen sind etwas irrefithrend, da sie ja nichts mit einer ,,Rente” im gebrauchlichen
Sinn als Ruhegenuss oder Sozialleistung wie Waisen- oder Versehrtenrente zu tun haben. Im englischen
Sprachgebrauch gibt es treffendere Bezeichnungen: ,,Consumers’ Surplus® und ,,Producers’ Surplus®.
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Beispiel 1:
Eine Nachfrage- und eine Angebotsfunktion liegen vor mit:
p,(x)=77-x> und p,(x)=5+x.

Berechne Konsumenten- und Produzentenrenten bei Marktgleichgewicht.

Losung:

e R }R}R}R}ER}RER}ERER}E}ER}ERE}ER}R}ERE}ERERER}ERER}E}ER}R}R}E}ER}R}RE
pva): '?'?—.'rz:pam: i Fertig
sch'ebn{l} ;.ra{r}..r];u:vﬂ 1=h
pil6) 41

® Marktgleichgewicht in (x0=6jp0=41)

D Konsumentenrente:

(6 144
{IJI{,'I]—-'-H}d.I

Jo

& Produzentenrente:

6 144
(41-palx))dx

Jo

Der Graph zeigt die beiden Funktionen und
die Konsumentenrente (blau) sowie die Pro-
duzentenrente (rot).

Dass die beiden Flacheninhalte gleich sind,

ist ein Zufall.
fl[r}—-{pa[x},xl‘ﬁ
Produzentenrenie \ .
T o N
Beispiel 2:

Eine Nachfragefunktion ist gegeben mit p,(x) = 42 — 5x — x*. Berechne die Konsumentenrente bei
einem Gleichgewichtspreis von py = 6.

Losung:

Wir berechnen vorerst das vollsténdige Marktgleichgewicht, um zur entsprechenden Menge zu ge-
langen, und kénnen dann das bestimmte Integral auswerten.

6=42-5x—x" > x =4, 5>=9

4 248 Die Konsumentenrente betrigt 82,7.
[(42-5x-x"-6) dv=="~827.
0

Seite 34 © 2016 T° Europe



T3 Mathematik

Mathematik in wirtschaftlichen Zusammenhangen

Aufgaben:

1

Gegeben ist die Nachfragefunktion p,(x) = 45 — 0,5x. Wie hoch ist die Konsumentenrente
bei der Gleichgewichtsmenge x, = 25?

Berechne fiir p,(x) = 25 — x* und p,(x) = 2x + 1 Konsumenten- und Produzentenrente.
Wie Aufgabe 2 fiir p,(x) = 113 — x> und p,(x) = (x + 1)°.

Eine Nachfragefunktion lautet p,(x) = 95 — m x, die zugehorige Angebotsfunktion liegt vor
mit p,(x) = 15 + 1,75x. Welcher Wert fiir m maximiert die Konsumentenrente?

Losungen:

1
2
3

Gleichgewichtspreis = 32,5; Konsumentenrente = 156,25
Marktgleichgewicht: (x = 4,p = 9); Konsumentenrente = 42,67; Produzentenrente = 16

Marktgleichgewicht: (x = 7,p = 64); Konsumentenrente = 228,67,
Produzentenrente = 277,67

51200m

320 60m+665
Am+7)

,p= ; Konsumentenrente =
4m+7 A4m+7

Marktgleichgewicht: (x =

Maximum fiir m = %; Maximum = 457,14.
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Gini-Koeffizient und Lorenzkurve

In der Wirtschaft werden verschiedene Modelle eingesetzt, um bestimmte Phdnomene zu beschreiben,

zu erkldaren und zu untersuchen.

Das Modell, das nun gezeigt wird, beschéftigt sich mit Fragen wie zum Beispiel:

Wie ist das Einkommen in einem Land iiber die Einkommensbezieher verteilt?
Wie sind die verfligbaren Einkommen in einem Land auf die Haushalte verteilt?
Wie sieht die Verteilung des Grundbesitzes der Bauern in einem Land aus?

Wie verteilen sich die Marktanteile eines Produkts auf die Anbieter?

Die Lorenzkurve und der Gini-Koeffizient sind Mittel, diese Verteilungen auf einfache Weise zu ver-

deutlichen bzw. die Ungleichheit einer Verteilung zu messen. Jacob Lorenz (1883—1946) war ein
Schweizer Soziologe und Corrado Gini (1884—1965) ein italienischer Statistiker.

Beispiel 1:

Nehmen wir an, dass die Brauereien eines Landes in drei Klassen eingeteilt werden kdnnen: mul-

tinationale, mittelgroBBe und lokale Brauereien. In der Tabelle werden die (fiktiven) Daten zusam-

mengefasst.
Anzahl der Brauereien Umsatz in 1000 EURO
Lokale 95 460,5
Mittelgrof3e 15 1842,0
Multinationale 2 13047,5
Total 112 15350,0

Zur weiteren Bearbeitung bendtigen wir die Prozentsitze bzw. die kumulierten Prozentsitze
aufsteigend geordnet nach den Umsatzzahlen.

Anzahlin % | Kum. Anz.in % | Umsatzin % | Kum. Ums. in %
Lokale 84,82 84,82 3,00 3,00
Mittelgrof3e 13,39 98,21 12,00 15,00
Multinationale 1,79 100,00 85,00 100,00
Total 100,00 100,00

Die kumulierten Prozentsitze werden in ein Koordinatensystem {ibernommen und zwar in der

Weise, dass die Anzahlen der Brauereien auf der x-Achse und die kumulierten Umsatzpro-

zentzahlen auf der y-Achse aufgetragen werden.

Wir fithren das aus mit TI-Nspire CX CAS:
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11§12

£l -~
#® " kum_anz |8 kum_ums |© . : 39: Vﬂ@ichvc—r‘t@iiungskuwe
- 1 f l{x‘ =
1 0 0 | (1,1)
3_ 0.8482| 0.0300| | _ i
4 0.9821 0.1500 1 Lorenzkurve
. 1.0000 1.0000 1 0,656 2
=1 [ kmn_anz,kum_ums}.
- = 0ol 1 ¥
5| [«]» 0.29,/10.1 (1,0) 211

Die kumulierten Prozentséitze werden also zuerst als Streudiagramm iibertragen und dann mit dem
Geometriewerkzeug zu einem Polygon verbunden. Der Polygonzug von (0,0) bis (1,1) bildet die
Lorenzkurve.

Die Gerade y = x wird in diesem Zusammenhang Gleichverteilungskurve genannt, denn wenn auf
ihr alle Punkte der Tabelle zu liegen kdmen, dann wéren alle Giiter vollkommen gleich aufgeteilt.

Das komplette Gegenteil trifft ein, wenn auf eine Firma (Person, Bevolkerungsteil, ...) alle Giiter
(Marktanteile, Einkommen, ...) konzentriert sind, denn dann besteht die Lorenzkurve aus dem Po-
lygonzug (050) - (150) - (131)

Interessant ist die Flache zwischen Gleichverteilungskurve und Lorenzkurve. Der Gini-Koeffizient
ist dann das Verhéltnis dieser Flache zur Fliche zwischen y = x und der totalen Konzentration (=
Fliache des halben Quadrats = 0,5).

Damit ergibt sich eine einfache Berechnung dieser Mal3zahl:

Gini-Koeffizient =
_ Flache zwischen y = x und Lorenzkurve
0,5

=2-(Flache zwischen y = x und Lorenzkurve).

Die gesuchte Fldche (blau in der Grafik) kann als Summe von Trapezflichen ermittelt werden (wir
haben das schon von unserem Rechner erledigen lassen). Entweder berechnen wir die Fldche zwi-
schen Lorenzkurve und der x-Achse und ziehen den Fldacheninhalt von 0,5 ab:

0,5—(0'03_'-O -0,8482+M-0,1339+M-O,OIWJ:O,4649

0,03507
Oder wir addieren die Fldcheninhalte der Trapeze zwischen y = x und der Lorenzkurve:

0,8482-0,03 10,8482 + 0,8482—0,03—21-0,9821—0,15 0,1339 + 0,9821—20,15+1 10,0179 = 0,4649

GK =2.0,4649=1-2-0,03507 = 0,93

Der Gini-Koeffizient 0,93 weist auf eine sehr grole Ungleichheit in der Aufteilung des Markts der
drei Kategorien von Brauereien hin.

Die beiden Bildschirme auf der ndchsten Seite zeigen, wie wir diese Berechnung dem TI-Nspire
CX CAS iiberlassen konnen. Die Rechnungen bestétigen das Ergebnis der Grafik.
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4 kum_.. _E I-:um_u..._{ trap _':' E; @A kum_.. _E I-:um_u..._{ trap _':' E;
0| o|_oog27] 0.9299] 1] 0| 0| 0.0127] chazss

0.8482| 0.0300| 0.0121| | 2| 08482 0.0300] 0.0121]
0.9821| 0.1500 0.0103| | ?] 09821| 0.1500 0.0103|
4

L] h|w|r\_- =l

1.0000)  1.0000| 1.0000)  1.0000|
b 5 b
1| =05 (b1+52) (a2-ai) [4|» pi| =1-2- sum(trap) [«]»
Beispiel 2:

Nun soll mit echten Daten gearbeitet werden. Die néchste Tabelle zeigt die Verteilung der
versteuerbaren Jahreseinkommen der belgischen Biirger im Jahr 2012. Die Daten stammen vom
Nationalen Institut fiir Statistik, Steuereinkommen (siche Referenzen).

Finkommensklasse | snzani Betrag
0-4 503.206 743.487.973
4-8 215.762 1.295.011.574
8-12 368.633 3.796.100.138

12-16 855.570 11.940.357.636
16-20 719.648 12.883.358.974
20-24 620.916 13.622.733.406
24-28 537.318 13.934.383.254
28-32 420.875 12.587.589.800
32-36 318.872 10.809.876.813
36-40 246.853 9.362.595.771
40-44 206.613 8.667.315.061
44-48 169.762 7.799.194.471
48-52 144.474 7.215.867.939
52-56 123.087 6.639.471.611
56-60 103.069 5.972.144.782
60-64 87.209 5.402.188.395
63-68 73.789 4.866.050.843
68-72 63.619 4.449.486.624
72-76 52.853 3.908.064.328
76-80 44.597 3.475.778.522
80-84 37.751 3.093.543.844
84-88 31.727 2.726.411.579
88-92 26.871 2.416.650.284
92-96 22.275 2.092.574.057
96-100 18.968 1.857.961.882
>100 143.678 23.255.712.819
Gesamt 6.157.995 184.813.912.380
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Wir kénnen die Prozentanteile und dann auch die kumulierten Prozentanteile in einer Lists & Spread-

sheet-Seite des TI-Nspire CX CAS berechnen.

9362585771

0.0407

0.7807

# 4 anzahl |© betrag  anz_proz " bet_proz F anz_cum F bet_cum ©
1 0 0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
< 503206 T43487973 0.0817 0.0040 0.0817 0.0040
| 215762 1295011574  0.0350  0.0070  0.1168  0.0110,
268633 3796100138 0.0599 0.0205 0.1766 0.0316
5| 855570 11940357636  0.1389  0.0646  0.3156  0.0962
& 719648 12883358974  0.1169 0.0697  0.4324  0.1659)
7| 620916 13622733406  0.1008  0.0737  0.5332  0.2396
¢ 537318 13934383254  0.0873  0.0754  0.6205  0.3150
.| 420875 12587589800  0.0683  0.0681  0.6888  0.3831
10 318872 10809876813  0.0518|  0.0585  0.7406  0.4416/
11 246853 0.0507

0.4923

# 4 anzahl |© betrag C anz_proz © bet_proz F anz_cum F bet_cum & .
2 44597 3475778522  0.0072| 0.0188  0.9543  0.8082
22 . 27751 . 359354335-4. 0.0061 . 0.0167 U_BEUEI ﬂ_325ﬂ.
| 31727 2726411579 0.0052  0.0148  0.9656  0.8397
| 26871 2416650284  0.0044 0.0131  0.9700  0.8528
25| 22275 2092574057  0.0036  0.0113  0.9736  0.8641
5 18968 1857961882  0.0031  0.0101  0.9767  0.8742|
7 143678 23255712819 0.0233  0.1258)  1.0000[__1.0000]
°5 6157995 184813912380  1.0000  1.0000
Fa7] =j26+d27

Die drmsten 8,2 % der Steuerpflichtigen verfligen nur tiber 0,40 % des zu versteuernden Einkomments,

die drmsten 11,7 % nur iiber 1,1 %, usw. Damit weicht das bereits weit von einer Gleichverteilung ab,

bei der die ,,Armsten* 10 % auch 10 % des Einkommens erhalten sollten.

Der schon genannte Gini-Koeffizient nimmt einen Wert zwischen 0 und 1 an. 0 ergibt sich, wenn die
Lorenzkurve mit y = x zusammentfillt. Dann gibt es tiberhaupt keine Konzentration. Der Wert 1 hin-
gegen beschreibt eine totale Konzentration (alles Einkommen fallt auf eine einzige Person).

Zur Berechnung der Trapeze, die in ihrer Summe die Fliche unter der Lorenzkurve ergeben, kénnen

wir die folgende Formel einsetzen:

Trapez; =

Y +y)(x—x,)

2

sind. Der Gini-Koeffizient ist dann 1— Z( Vi +y )0 —x, ).

i=1

, wobei die x- und y-Werte die kumulierten Werte der obigen Tabellen
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# um ~ bet_cum © H I J |I

. -QuadRag['an:l =QuartFeg('anz_cum

Quadratische .. Regression vierter O

an"Z+btute @ atdHb NI+,
' 1.1243 2.9097
-0.2535| -4.8549

0.0281 3.2129

0.9918 -0.3242
{0.02813690,. 0.0069
0.9986

_{'{I. 0068908554085

1000 0.0000[ __ 0.0003ritel
2817 0.0040  0.0005 RegEgn
2168 0.0110  0.0026 a
4766 0.0316  0.0177b
156 0.0962  0.0306 ¢
Sh24 01659 0.0409 R
7832 02396  0.0484 Resid
05| 03150  0.0477
288 03831 0.0427
10408 0.4416  0.0374
11807 0.4923  0.0345

G| =[2+f1) le2 :f_

Nach der Formel von oben berechnen wir die Summe von Spalte G (= 0,5699) und das ergibt den

Gini-Koeffizienten GK =1 - 0,5699 = 0,4301.

Das Datenblatt und der folgende Graph zeigen aber eine weitere Moglichkeit, den GK zu berechnen.

Wir suchen iiber die Regressionsrechnung eine Kurve, die den Polygonzug mdoglichst gut approxi-

miert. Die Grafik zeigt das Ergebnis der quadratischen Regression (rote Kurve) und der Regression

vierter Ordnung (blaue Kurve).

I'll:x]-:x Qaxs]

_/n[».]:.?. ]

GINf = 2 7 = 0433
[:llwc_nml hrl_ru.m]

% =
1 l.-ll'-i &5 x7 #3201 x40, 324 xv0.007

X

k mit giner

in -

Variable...

1: Statisti

2: Statistik mit zwel Variablen...  PT92i° belg
3: Lineare Regression (mx+b)... nungen b
4: Lineare Regression (a+bx)... Y
2 Median-Median-Linie. .. k. »
6. Quadratische Regression. .. >
7. Kubische Regression... 550 {
g: Regression 4.{rter Ordnung... 599' (
9. Potenzregression... i
A: Exponentielle Regression. .. 35'»9| =
- 41|k

1 0.4321
1-2- | £30) dx
0

Mit der gefundenen Kurve berechnen wir die Flache tiber das Integral.
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Okonomen sagen, dass ein Gini-Koeffizient {iber 0,4 soziale Spannungen und Konflikte zwischen Arm
und Reich verursachen kann. Da die Steuer die Unterschiede etwas ausgleicht und in vielen Féllen auch
finanzielle Unterstiitzungen angeboten werden, wird sich der GK, wenn das beriicksichtigt wird, wohl
noch etwas senken.

Aufgaben:

1 Ein ehemaliger Mitarbeiter der HSBC-Bank stellte ein internationales System von Steuerbetrug
und Geldwasche blof, das sogenannte SwissLeaks. Diese Bank bot diverse Finanzkonstrukte an,
mit deren Hilfe ihre Kunden Steuerzahlungen fiir ihr Land ausweichen konnten. Ermoglicht wurde
das durch das schweizerische Bankgeheimnis. Personen verschiedener Nationalitdten haben sich
so Milliarden Dollar durch Steuerhinterziehung und Geldwische erschlichen. Auch Belgier haben
sich dieser Finanzkonstrukte bedient.

Die folgende Tabelle gibt eine Ubersicht iiber betroffene Linder mit der Anzahl der HSBC-
Bankkunden und den erschlichenen Betrdgen (in Mrd. $ aus 2006/2007).

Land Anzahl der Kunden Betrag

1 Schweiz 11235 31,2
2 Frankreich 9187 12,5
3 Grofbritannien 8844 21,7
4 Brasilien 8667 7,1
5 Italien 7499 7,4
6 Israel 6554 10,0
7 USA 4183 13,4
8 Argentinien 3625 3,5
9 Tiirkei 3105 3,5
10 | Belgien 3002 6,2

Erzeuge die Lorenzkurve und berechne den Gini-Koeffizient.

2 7 Unternehmen der gleichen Sparte teilen sich den Markt in Osterreich. Ihre Umsitze in Mio.
EURO im Jahr 2011 waren:

Beurteile die Verteilung der Umsatzzahlen
Umsatz

in Osterreich.
Unternehmen in Mio. EURO in Osterreic
A 20 Arbeite zuerst mit der dir geldufigen Lo-
B 55 renzkurve und ermittle auf diese Weise den
C 15 Gini-Koeffizienten ohne Verwendung einer
D 15 Naherungskurve.
E 25 In der Fachliteratur findet sich fiir diese Art
F 12 der Verteilung die Formel:
G 20 n
2 ix
. . . . ; P n+1
Stimmt dein Ergebnis von oben mit dem nach G=——-
dieser Formel errechneten Ergebnis iiberein? n in "

Fiir welchen Fall wird diese Formel gelten?

Berechne den Gini-Koeffizienten auch mit einer geeigneten Naherungskurve.
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3 Eine andere Moglichkeit, ein MaB fiir die Gleichheit oder Ungleichheit einer Verteilung zu finden,
ist der Hoover-Index. Das ist der maximale Vertikalabstand zwischen der Gleichverteilungsgera-
den und der Lorenzkurve.

Es wire auch moglich, die maximale ,,Dicke* der von der Gleichverteilungsgeraden und der Lo-
renzkurve gebildeten Flache als Maf} heranzuziehen.

Bestimme fiir Beispiel 3 (belgische Jahreseinkommen) diese beiden Maf3zahlen.

Losungen:

1 Uber die Polygonfliche 0,21
2 Gini-Koeffizient = 0,2716; Naherungskurve: 1,144x’ —0,985x" + 0,834x — 0,011
3 Hoover-Index = 0,20; ,,Dicke*“ =~ 0,16
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Input-Output-Modell von Leontief

Im Jahr 1949 teilte Professor Wassily Leontief (1906—1999, Nobelpreisgewinner fiir Okonomie 1973)
die Wirtschaft der USA in 500 Sektoren ein. Fiir jeden Sektor beschrieb er in Form einer linearen Glei-
chung, wie der Output eines Sektors auf alle anderen Sektoren verteilt wurde. Das entstandene Glei-
chungssystem, bestehend aus 500 linearen Gleichungen mit 500 Unbekannten, konnte mit den damals
zur Verfligung stehenden Mitteln (Computern) nicht gelost werden. Daher reduzierte er das Problem
auf 42 Gleichungen mit 42 Unbekannten. Es dauerte mehrere Monate, um den Mark-II-Computer fiir
dieses System zu programmieren. Schlielich benétigte der Computer 56 Stunden, um das Gleichungs-
system zu l6sen ...

Geschlossenes Input-Output-Modell
Im geschlossenen Modell wird der Output von n Sektoren vollstindig innerhalb dieser Sektoren aufge-
teilt.

Beispiel 1:

Wir betrachten eine einfache geschlossene Volkswirtschaft, die nur aus zwei Sektoren besteht:
Landwirtschaft und Industrie. Jahrlich sind fiir jeden EURO Output der Landwirtschaftsprodukti-
on (Einkommen) 0,25 EURO der eigenen Produktion und 0,75 EURO der Industrieproduktion no-
tig. Hingegen benoétigt jeder EURO Output der Industrie je 0,5 EURO aus Industrie und Landwirt-
schaft.

Das lasst sich mit einer einfachen Grafik illustrieren:

0,25 0.5

v O, 5 v
Landwirtschaft

\ 4

Industrie

0,75

Es ist nun wichtig, herauszufinden, wann dieses System ,,statisch* oder ,,im Gleichgewicht™ ist: Wel-
chen Preis muss jeder Sektor fiir seinen Output erzielen, damit fiir jeden Sektor die Ausgaben durch
die Einnahmen gedeckt werden?

Mathematik in wirtschaftlichen Zusammenhangen

Output Landwirtschaft Industrie

Input x; EURO x, EURO
Landwirtschaft 0,25 x; 0,5 x,
Industrie 0,75 x; 0,5 x,

Wenn nun die Landwirtschaft den Preis von x; EURO fiir ihren gesamten Output verlangt und die

Industrie x, EURO, dann ergibt dies das folgende lineare Gleichungssystem:

0,25x, +0,5x, = x, _ X, 0,25 0,5
oder 4- X=X mit X = und 4= .
0,75x,+0,5x, = x, X, 0,75 0,5

Dabei ist X der Preisvektor und 4 die Input-Output-Matrix. Die Summe aller Elemente in den Spalten
ist 1. Das ist immer so bei einem geschlossenen System.

© 2016 T° Europe

Seite 43



T°® Mathematik

Mathematik in wirtschaftlichen Zusammenhangen

Das System X = A4-X ist 4quivalent mit X — 4-X = 0 oder mit dem homogenen System (/ — 4)-X = 0.

Dabei ist / die Einheitsmatrix.

Wir sehen rechts zuerst die direkte Losung des Systems,
die einen Parameter enthilt.

Die Umformung der Gleichungsmatrix ergibt:

0,75 0,75 -0,5 0

-0,75 0 0 0
Wir setzen x, = s und erhalten:

X, =35 X, 2 2 )
oder X = = =k mit k e R.
X, =8 X, 1 3

-0,5 0
0,5 0

~ 3
0 0 0

sulve{xI-U 25 x7+0.5 x2and x2=0.75-x1+* =
“c2
x]= and x2=¢2
a =[0 25 0.5] [n 2% 05
0.75 0.5 0.75 0.5

1 0|, 0.7% -0.5
01 -0.75 0.5

|

¥ z

In diesem Zusammenhang werden nur positive Werte fiir den Parameter £ zugelassen. So ergibt sich
z.B. fir k=10’ das Gleichgewicht, wenn die Landwirtschaft fiir 20 Millionen EURO produziert und
der Industriesektor einen Output von 30 Millionen EURO erreicht.

Beispiel 2:

Das nichste geschlossene System besteht aus den Sektoren Steinkohle, Elektrizitdt und Stahl:

Verteilung des Outputs
Steinkohle Elektrizitét Stahl Input erhalten von
0 04 0,6 Steinkohle
0,6 0,1 0,2 Elektrizitat
0,4 0,5 0,2 Stahl

Die zweite Zeile zeigt, dass der Sektor Elektrizitdit vom Output der Sektoren Steinkohle, Elektrizitét
und Stahl 60 %, 10 % bzw. 20 % bezieht (und auch bezahlt). Die Zahlen der ersten Spalte sagen aus,
dass 60 % des Outputs des Sektors Steinkohle zur Elektrizitdt und 40 % zum Stahl gehen.

Fiir das Gleichgewicht muss die Gleichung (/ — 4)-X=0
mit

X, 0 0,4 0,6
X=|x,|lund4=|0,6 0,1 0,2] gelten.
X, 0,4 0,5 0,2
X, 31
Als Losung erhalten wir X =| x, |=k| 28 | (k>0).
X, 31

0. 04 06
06 01 02| p
04 05 02

0. 0.4 06
@506 0.1 0.2
0.4 05 0.2

mf{ads-nﬁty{f’-]—ﬂ]
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Es gilt der Satz:
Ist A eine Input-Output-Matrix, fiir die es eine natiirliche Zahl m gibt, fiir die alle Elemente von 4™ posi-
tiv sind, dann kann jede Losung des Systems (/ — A)-X = 0 als ein Vielfaches eines Vektors mit nur

positiven Zahlen geschrieben werden.

Offenes Input-Output-Modell

Im Gegensatz zum geschlossenen Modell, in dem der Output von n Sektoren vollstindig auf diese
verteilt wird, versucht das offene Modell, auch eine Nachfrage von aullen zu decken. Teile der Outputs
gehen an die anderen Sektoren, um diese in Betrieb zu halten, aber es muss auch ein Uberschuss pro-
duziert werden, der nach auen geliefert werden kann. Im geschlossenen Modell steht die Verteilung
der Outputs fest und es werden jene Preise gesucht, die zum Gleichgewicht fithren (Einnahmen =
Ausgaben). Im offenen Modell sind die Preise fiir die Giiter und Dienstleistungen fixiert und man
sucht nach den Mengen, die produziert werden miissen, um die Nachfrage (von auflen) zu befriedigen.
Alle Input- und OutputgréBen werden in Geldwerteinheiten (z.B. 1000 EURO) ausgedriickt anstelle
von Mengeneinheiten wie z.B. Tonnen.

Beispiel 3:
Verteilung des Outputs von
Industrie Landwirtschaft Dienstleistungen Input verbraucht von
0,5 0,4 0,2 Industrie
0,2 0,3 0,1 Landwirtschaft
0,1 0,1 0,3 Dienstleistungen

Wenn z.B. der Sektor Landwirtschaft beschlie8t, Giiter im Wert von 200 Geldeinheiten zu erzeugen,

0,4 80
dann werden davon 200| 0,3 |=| 60 | innerhalb der drei Sektoren verbraucht, ndmlich 80 von der
0,1 20

Industrie, 20 von den Dienstleistungen und 60 von der Landwirtschaft selbst.

Es seien nun xi, x, und x; der Output der drei Sektoren I, L und D in Geldeinheiten. Der totale Nach-
fragevektor innerhalb der Sektoren ist dann gegeben durch:

F *Leontiel —
Yerbrauchsmatrix: _ x3 v3
|95 0.4 02) 105 04 0.2 Interne MNachfrage:
[ 0.2 0.3 0.1 0.2 0.3 0.1 0.5 vi+0 & v 240 2 x3
D1 01 032 01 01 0.3) X" |03 w740 3 x240 1 %3
) xd xd 0.1-x740.1 - x240.3-x3
Produktionsvektor: x=| - - . 0
X = - =
x3 3 Externe Machfrage: a=| 44| * |15 |
Interne Machfrage: ) 20 30
0.5 x7+0 4 x2+0 2 x3
Cx 02 xI+03 x2+0 1 x3 - -

Nach aullen soll die Industrie 50 Einheiten, die Landwirtschaft 30 Einheiten und die Dienstleistun-
gen 20 Einheiten liefern.
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Die Gleichung X = C-X + A4 soll nach dem Produktionsvektor X aufgelost werden, der die komplette
Nachfrage — sowohl von innerhalb als auch von auBlerhalb des Systems der Sektoren — erfiillt. Dabei
soll auch kein Produktionsiiberschuss entstehen.

X=C-X+4
X-C-X=4
(I-C)-X=A4|(I-C)" von links

X=(I-C)"-4

Wenn alle Elemente von (/ — C)™' positiv sind, dann sind es auch die Elemente von X und der Produk-
tionsvektor ist wirtschaftlich realisierbar. Wenn die Summe der Elemente aller Spalten von C kleiner
ist als 1, dann sind alle Elemente von (I — C)' positiv. Das trifft auch zu, wenn die Summe der Ele-
mente aller Reihen von C kleiner ist als 1.

Nun soll der Produktionsvektor des Beispiels aber

auch berechnet werden: 01 %7+0 1 v240 3 %3 -
. . . . . 5|:| '_-_.'-_l

Um alle Bedurfn.lsse zu be-frledlgen, sind Yon den Externe Nachfrage: a'={ 3| * | 3

Sektoren Industrie, Landwirtschaft und Dienst- 0 "

leistungen 226, 119 bzw. 78 Einheiten (gerundet)

bereitzustellen.
gesuchter Produktionsvektor:

) I ] "
fidentit)'[l}-l‘}_l' at lllt‘. 519

Aufgabe 1:

0 0,5
Es gelte das Produktionsmodell X = C-X + A4 fiir zwei Sektoren mit C =( j und der Nach-

0,6 0,2
50
frage 4= .

a) Welcher Produktionsvektor befriedigt die gesamte Nachfrage?

1
b) Welcher Produktionsvektor X, befriedigt die Nachfrage 4, = (Oj ?

51
c) Berechne den Produktionsvektor X, fiir 4, = [30].

30 30 0

zu erkléren.

51 50 1
d) Wende ( j = ( J + ( ] an, um den Zusammenhang zwischen den Antworten zu b) und c)

e) Welche 6konomische Bedeutung haben die Elemente (Spalte fiir Spalte) der Matrix
(-0
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Aufgabe 2:

Bestitige die Erklarung e) aus Aufgabe 1 fiir die zweite Spalte von ( — €)' aus Beispiel 3.

Aufgabe 3:

Fiir vier Teilsektoren einer Volkswirtschaft liegt die Input-Output-Matrix vor:

Output —
Stahl Kohle Strom Gas Input |
0,1 0,1 0,2 0,1 Stahl
0,4 0 0,3 0,2 Kohle
0,6 0,05 0,1 0,05 Strom
0,3 0,1 0,3 0 Gas

Die AuBennachfrage fiir Stahl, Kohle, Strom und Gas ist mit 1000, 200, 800 und 400 Werteinhei-
ten gegeben.

a) Wie viele Werteinheiten sind von den vier Sektoren zu produzieren?

b) Stelle die Matrix der Binnennachfrage in Werteinheiten zusammen.

Losungen:
1 ay X=(I-0)'4 Ho it(/—-C)" Le 1
a = - = mit (/ — =
120 1,2 2
b X 1,6 ) ¥ 111,6
= C =
b2 > 1212

d) Mitd,=A4+ A, gilt:
X,=(I-O)"4,=(I-C)'(4+4)=(I-0O)"4+(I-C)"4 =X+ X,.
e) Die erste Spalte zeigt die Zunahme der Produktion der beiden Sektoren, die notig ist, wenn die

Nachfrage fiir den ersten Sektor um eine Einheit steigen soll. Das Gleiche gilt fiir die zweite
Spalte von (I— C).

3 a) Essind 2157, 2240, 2564 bzw. 2040 Werteinheiten (auf Ganze gerundet) zu erzeugen.
b) Die Ubersicht fiir die Binnennachfrage ist:

Output —
Stahl Kohle Strom Gas Input |
216 224 513 204 Stahl
863 0 769 408 Kohle
1294 112 256 102 Strom
647 224 769 91 Gas

z.B.: Produktion von Kohle: 863 + 769 + 408 (alle intern) + 200 (extern) = 2240.
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Verflechtungsmatrizen und GOZINTO-Graph

Eine weitere Anwendung der Matrizenrechnung, bei der wir auch die Matrix (I — C)"' wieder treffen
werden, ist der Einsatz der Verflechtungsmatrizen. Wir beginnen gleich mit einem
Beispiel:

Die Produktion zweier Endprodukte £, und E, erfordert drei Rohprodukte R, R,, R; und wird tiber
drei Zwischenprodukte Z;, Z, und Z; hergestellt. Die gegenseitigen Abhédngigkeiten der acht Produkte
konnen in Form einer Matrix und/oder eines Graphs dargestellt werden.

R] Rz R3

Z3

E; E>

Der Graph zeigt, dass wir zur Herstellung von einer Einheit £, je zwei Einheiten von R, und Z; und
eine Einheit des Zwischenprodukts Z, bendtigen (blaue Pfeile + Zahlen). Fiir eine Einheit von Z,
braucht man drei Rohstoffeinheiten R, und zwei Zwischenprodukte Z, (rote Pfeile + Zahlen). Die wei-
teren Mengenangaben haben wir der Ubersichtlichkeit halber hier weggelassen.

In — schlechtem — Englisch kdnnte man bei den Produkten fragen ,,How much goes into ...?*. Daraus
ist die Bezeichnung GOZINTO-Graph entstanden.

Die Verflechtung der Produktion kann auch in Form einer Matrix dargestellt werden. Hier sind alle
oben noch fehlenden Mengen eingetragen. Diese Matrix wird als Matrix der direkten Einsatzkoeffi-
zienten oder Inputmatrix oder auch Technologiematrix bezeichnet.

benotig fiir

RI|R |R |Z |Z,|Z | E | E,
R|O[O|O]|O[3]|4]2]0
RR|IO|O]|]O|3|4]1|0]|0
R|10O|O]O]|O]|2|5|0]3

von Z, | 0|0 ]|O0O]|O]|O]|]O]|2]|4
Z, 10100210013

Z, |00 O0O]O|O0O|O0]O0]|4
E|10]O]O|O]O[O]O]O
E,l/0]O0]|]O|O]O0O]O0O]O]|O
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Um eine Einheit von £, zu produzieren, werden drei Einheiten von R;, und 4, 3 bzw. 4 Einheiten der
Zwischenprodukte Z;, Z, bzw. Z; eingesetzt.

Der Produktionsauftrag von je 100 Endprodukten und zusétzlich je 20 Zwischenprodukten (Ersatztei-
le) ist zu erfiillen. Wie lautet der komplette Produktionsplan?

Wir bezeichnen die Anzahlen der gesuchten Mengen von R; bis E, mit x; bis xg, wobei wir x; und xg
mit 100 bereits kennen.

Es entsteht ein lineares Gleichungssystem fiir die acht Unbekannten:

X = 3xs +4x, +2x,

x, =3x, +4x, + x;

X, = 2x, +5x,+  +3x,

X, = 2x; +4xg + 20

X =2x, + x, + 3x, +20

X, = 4x,+20

X, = 100
X = 100

Wenn wir die Matrix der direkten Einsatzkoeffizienten mit C, den Auftragsvektor mit 4 und den Pro-
duktionsvektor mit X bezeichnen, lisst sich das Gleichungssystem in einer uns bereits bekannten Form
schreiben und dann auch auflosen:

X=C-X+4—> X=(I-0)"-4

Auf einer Notes-Seite des TI-Nspire CX CAS fiithren wir die Rechnung durch.

|
o ooo34z0] [o0o003420 0 0
00034100 00034100 0 0
00002503 |[op0o002503 0 0
c=/0 00000 24|.]0000002 4 az| 20 | +] 20
00020013 oo020013 20 20
00000004 |00 00O0O0D0 4 20 20
0000000OG| [000O0O0OO0ODO 100| |100
00000000 [00000O0OOD [100] |100
100 6 34 17 49 6860
01011 41 26 60 8920
001 4 25 10 45 5720
(identity(S)—c)_l »000 1 00 2 4 (identity(S)—c)_l-a - | 620
000 2 10 5 11 1660
000001 0 4 420
000000 T1 0 100
0000000 1 100

Wir benétigen 6860, 8920 und 5720 Einheiten der Rohstoffe R, R, und R;, um insgesamt 620, 1660
und 420 Einheiten der Zwischenprodukte sowie die geforderten 100 Einheiten jedes Endprodukts her-
zustellen.

In der Fachliteratur wird in diesem Zusammenhang auch vom Stiicklistenproblem gesprochen.
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Aufgaben:

1 Komplettiere den GOZINTO-Graph mit den nétigen Bezeichnungen der Verflechtungspfei-
le.

2 Auch hier lisst die Matrix (/ — C)' eine Interpretation zu. Welche Bedeutung haben z.B. die
Zahlen 26 (Zeile 2, Spalte 7) und 45 (Zeile 3, Spalte 8)?
Tipp: Diese Matrix wird auch Matrix der totalen Einsatzkoeffizienten genannt.

3 Wie lassen sich mit nur einer Rechnung die Produktionspléne fiir mehrere Auftragsvektoren
ermitteln. 4, = (30,40,50,150,80), 4, = (15,0,50,120,180) und 45 = (50,30,10,160,90) fiir
(Zl ,ZZ:Z3,E1 7E2)?
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Logistisches Wachstum

Die Entwicklung des Kundenstocks eines Unternehmens in einer bestimmten Region lésst sich etwa so
beschreiben:

Zu jedem Zeitpunkt ¢ ist die relative Zunahme der Kundenzahl y aus einer Population von M Einwoh-
nern proportional zur relativen Anzahl der (noch?) Nicht-Kunden. Diese Beschreibung kann in Form
einer Differenzialgleichung modelliert werden.

B k(%) (k>0). Dabeiist y= % die Ableitung des Kundenzahl y nach der Zeit ¢.
y

Offene Fragen sind:

1 Lose die Differenzialgleichung, wenn am Anfang (¢ = 0) ein Prozent der Bevolkerung Kunde
ist.

2 Wie lange wird es dauern, bis die halbe Bevolkerung Kunde geworden ist?

3 Bestimme lim y(¢) fiir die allgemeine Losung y(¢) der Differenzialgleichung.

Antworten:

1 Lassen wir zuerst einmal den TI-Nspire CX CAS versuchen, die Gleichung zu 16sen:

Yy .
ek f-i—m' c2
k-t Fertig
m-e
Hi)=———
ek. t-i—m- c2
99
solve (0]=i,C2 c2=—
100 m
- ek- t 99 Fertig
wit |c2=
ek' i-l—m- c2 "
v Kt
A m e
LI
Jetzt wird die Differenzialgleichung auch noch handisch — mit leichter CAS-Unterstiitzung —
gelost:
. . . dy k o . .
Wir schreiben die DGL als ——— =—d¢, womit wir die Variablentrennung durchgefiihrt
y-(M-y) M

haben. Nun werden die beiden Seiten unabhéngig voneinander nach y bzw. nach ¢ integriert.
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Fiir das linke Integral ist eine Partialbruchzerle- LIEX
gung notwendig, die wir mit dem CAS durchfiih-
1
ren. expand(y—]
K : (-""_.?]
Dabher: —J L A M N 1
y M) M- y M

1
m-y_ m* (y—m)

In(y) -

In———k-t+C
M-y

In(M -y)=k-t+C

Die Gleichung kann leicht nach y aufgeldst werden:

S FoC Z K e mit K = €€ > 0.
M-y
ket
2 () = MKe = _]ZK . Das ist die allgemeine Losung der Differenzial-
M-y 1+Ke" e +K

gleichung, wobei K eine positive Konstante ist.

Die Anfangsbedingung y(0) = 0,01 legt die Konstante fest mit K = %
: . « M

Die spezielle Losung lautet daher: y(t) = ———.

1+99e

(Vergleiche diese Losung mit der TI-Nspire-Losung!)

Nun soll die halbe Bevdlkerung Kunde geworden sein. Wir zeichnen den Graph der Funktion
fiir £ =0,3; 0,4 und 0,5 und einer Population von 1000. Dann lesen wir den Zeitpunkt ab,
wann 500 Kunden gewonnen worden sind:

AD 4] ERE ¢ *Dok —
vit . 1.. t = 1306.61 Ty
A l m-e 12(x)=1000
e +99 ‘!‘ED»EJ.H'/
m meekl In(99) 9.19, rﬁof (15.217,500)
solve ' k f1_3 II.-' [1 4zg, 500] ﬂ'{.‘f\}=50‘3
4 +99 / k0,3
100 ¢ x|
= bres L 34.87

Die Hilfte des Marktes ist nach 15,32; 11,49 und 9,19 Zeitperioden erreicht.

Den Grenzwert fiir die allgemeine Losung kann man schon in der Grafik erkennen:

. . MK
fm (D) =lim =

=M.

Die allgemeine Losung hat — unabhéngig von der produkt- und marktspezifischen Konstanten
kund von K — eine waagrechte Asymptote y = M. (In unendlich ferner Zukunft wird die ganze

Population Kunden geworden sein!)
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Anmerkung:

Der belgische Mathematiker Pierre-Frangois Verhulst (1804—1849) hat sich — beeinflusst von Adolphe
Quételet — sehr mit der Untersuchung von Modellen fiir das Bevolkerungswachstum in verschiedenen
Landern beschaftigt.

So kam er auch auf das Modell fiir das gebremste Wachstum: % =k y% (k > 0), wobei

der Bremsfaktor ist. Der Grofe des Bremsfaktors hiangt von der Gréf3e von y ab:

M-y

M -
. wenn y =~ 0 dann 4

~ 1, so dass % ~ k y, woraus folgt y ~ C-¢" (das bedeutet beschleu-

nigtes exponentielles Wachstum in der Anfangsphase).

1 oder 4 ~ k—M, woraus folgt
2 t 4

M-y 1 dy M
2

M
. wenn yz7 dann zE,so dasszzk

M . . .
y= th + C ' (das bedeutet angenihert lineares Wachstum in der Zwischenphase).

o wenn y =M dann % ~ 1, so dass Z—y ~ k(M —y) oder Z—y+ k y =~ kM ,woraus folgt
t t

y~Ce™ + M ' (das bedeutet gebremstes oder beschrinktes exponentielles Wachstum in
der Endphase).

Wir wollen das fiir £ = 0,4 und M = 1000 grafisch demonstrieren:

y1():=c- 041 Fertig I ol 1000 Fertig -
snlve(ﬂ(ﬂ)=ll’},c) c=10.00 I
_ solvely2(11.49)=500,c)
y1(f):=10- e0:-%°1 G ¢=-649.00
0.4+ 1000 Ferti . ;
y2(t}:=—-r+c 4 }'2{!):=n'4 lmn't—ﬁ-}!} Fertig

y3{t):=c- e 0-4 11000 Fertig

solvely3(17)=900,¢)

c=-89784.73

100 &

y3(1):=-89784.73- e ¥-*" L+1000 e e
Fertig - -275.86 | / ."

Verhulst nannte die Lésung y(¢) der Differenzialgleichung logistische Funktion und den zugehdrigen
Graphen logistische Kurve. Die Kurve hat die Form eines waagerecht gestreckten S. Da das S im Grie-

chischen ,,sigma‘ heif3t, nennt man diese Kurve auch ,,Sigmoide*. Im Deutschen gibt es auch die poeti-
sche Bezeichnung ,,Schwanenhalskurve®.
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Verdoppelungszeit

Nimm an, dass du einen bestimmten Betrag zu p Prozent Zinsen pro Jahr anlegen kannst. Wie lange
wird es dauern, bis sich der Betrag verdoppelt haben wird?

Ein Anfangskapital K liefert nach ¢ Jahren das Kapital K, = K, (1 + 0,01p)". Das Kapital hat sich nun
verdoppelt, wenn 2K, = K, (1 + 0,01p)". Die dazu gehorige Verdoppelungszeit T ergibt sich dann aus
der Gleichung 2 = (1 + 0,01p)".

Wir beginnen mit einer grafischen Untersu-
chung, ganz ohne Algebra und Analysis: Erzeuge
die Graphen von y = (1 + 0,01p)" fiir
p=1{2,3,4,6,8}.

Uber die Schnittpunkte mit y = 2 finden wir die
entsprechenden Verdoppelungszeiten ohne Rech-

nung. | flx)=(1.02)"

Wir stellen diese (gerundeten) Zeiten in einer 02 \
3,934 2 51.12]

Tabelle zusammen:

P 2 3 4 6 8

35 23 18 12 9

Wenn man diese Ergebnisse genauer betrachtet, dann fallt auf, dass 4 x 18 =6 x 12 =8 x 9 =72 und
2 x 35 =70 sowie 3 x 23 = 69. Alle Produkte liegen ungefihr bei 72.

Da 72 ein Zahl mit vielen Teilern ist, nehmen wir als Faustregel fiir die Verdoppelungszeit 7 = 7—
Z

Fiir p = 5 ergibt dies 7 = 14,4, wobei der korrekte Wert bei gerundet 14,2 Jahren liegt. Fiir p = 12 er-
gibt die Faustregel 6 Jahre, wéahrend der wirkliche Wert 6,1 Jahre betrdgt. Wir lassen nun den Prozent-
satz in Schritten von 0,1 zunehmen und speichern die zugehdrige Verdoppelungszeit T dynamisch in
einer Liste. Anschlieend vergleichen wir das Streudiagramm der Punkte (p;,7;) mit dem Graphen der

2
Faustregel T =7—.

6.47 t ¥ 150.77
r
H
£7(x)=(1+0.01- p)*
1,,/{143.1_ 2) félx)=2 .
_-—'-'-"-.-’ -
45,3 10 264,26 8lx)=—
“0.73 '
# “ prozentsatz Bv_zeit © produkt = L i
= =capture('p.1) =capture('vzeit.1)
1.4000 49,8563
1_50”0 46_5555 l"]'U'ﬂflllﬂllZ.\'_ZUl]
1.6000 43,6674
T 10
2 1.7000 41.11%0 = v
’ 364 30| L 17.09)

Die Anpassung ist wirklich ausgezeichnet!
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Jetzt wollen wir die Faustregel mit den Mitteln der Algebra und Differenzialgleichung erkliren.

Zuerst 16sen wir die Gleichung 2 = (1 + 0,01p) nach ¢ auf:

In2=¢-In(1+0,01p) — tzi.
In(1+0,01p)

Der Graph von f{x) = In(1 + x) geht durch den Ursprung und nahe beim Ursprung kénnen wir den
Graphen durch seine Tangente im Ursprung niherungsweise ersetzen.

Da f'(x)= IL ist /'(0) =1 und damit hat die Tangente die Gleichung y = x. So kénnen wir sagen,
+x

dass In(1 + x) = x fiir x = 0.

Angesichts der Tatsache, dass 0,01p = 0 ist, ergibt sich fiir die Verdoppelungszeit:

3 In2 _ In2 69,3
In(1+0,01p) 0,01p p

.

i F e
solvet.’l=[hu.01-p} ,.'] 100 -
100
-
sol'-'e[3.=[1+.ﬂr..r| = In(2)
Inlv+1)
r
= Inlz) [v=0.01-p I—&
Infv+1) F,n mu]
In
L 100
Inl2) 69.3147
0.01-
& ul ! f1lx)=lal1+x) x
l}l}"ll‘l‘t‘“ll“‘f‘l],l,-‘i] 2 ‘j I-i. 205 7.09
1=t ——
2 3 4
In|2) 0.6931
G

Da 69,3 nicht gut fiir das Kopfrechnen geeignet ist, ersetzen wir fiir die Faustregel 69,3 durch 72.
Damit wird zwar der Zihler des Bruchs vergroBert, aber das wird einigermalen ausgeglichen, indem
auch der Nenner vergrofert wird. Da 69 und 70 weniger Teiler haben als 72, geben wir 72 den Vorzug.

Aufgabe:

. 72 . i . . :
Zeige, dass T =— auch ein guter Naherungswert fiir die Halbwertszeit im Zusammenhang mit dem

Zerfall eines Gutes ist (wie z.B. Radioaktivitét, Population einer bestimmten Tierart, Geldwert, ...)
wenn sich der Bestand dieses Gutes in jeder Zeitperiode um p Prozent vermindert.
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Renten und Obligationen (Anleihen)

Vorschiissige und nachschiissige Renten

Eine Rentenzahlung ist eine periodisch wiederkehrende n mal zahlbare Zahlung mit im Allgemeinen
gleich bleibender Hohe. Der Zeitraum zwischen den Zahlungen (Renten) wird Rentenperiode genannt.
Vorschiissige (pranumerando) Renten sind jeweils am Beginn der Periode, nachschiissige (postnume-
rando) jeweils am Ende der Periode fillig.

Die Zinsen werden entweder mit dem Prozentsatz p% oder mit dem ZinsfuB3 i festgelegt. Der Renten-
. . . . 1 1 .
oder Aufzinsungsfaktor » = 1 + i, der Diskontierungs- oder Abzinsungsfaktor v = i =—. So wird
+1 r
aus einem Anfangskapital Ky nach n Perioden der Endwert K,, = Ky-r". Ein Kapital, das in n Perioden
den Wert K, besitzt, hat heute den Barwert Ky = K,V". Den Endwert erhélt man durch Aufzinsen, den
Barwert durch Abzinsen.

Der Barwert B einer Rente ist der Gegenwert aller n Rentenzahlungen, bewertet am Beginn der Lauf-
zeit. Alle Zahlungen sind fiir den Beginn der ersten Periode abzuzinsen und davon die Summe zu bil-
den. Der Endwert E ist der Gegenwert aller n Rentenzahlungen, bewertet am Ende der Laufzeit. Hier
sind alle Zahlungen fiir das Ende der letzten Periode aufzuzinsen und deren Summe zu bilden.

Jetzt werden die Formeln zur Berechnung von Barwert und Endwert der Renten hergeleitet. Wir be-
ginnen mit dem Bar- und Endwert einer vorschiissigen Rente:

0 1 2 3 n-1 n

t o |

R R R R R

|
Barwert B
Der Barwert ist die Summe aller auf den Zeit- B=R+Rv+RV+.. +RV"
punkt 0 (= Bezugspunkt) abgezinsten Rentenbe- _R (1 TRV S v”"l)
trage R.
. . o 1y (1)r
Wir verwenden die Summenformel fiir die geo- =R =R
. . 1-v i

metrische Reihe.

0 1 2 3 n-1 n

\
| | | | |
R R R R R
|
Endwert E
Der Endwert ist die Summe aller auf den Zeit- E=Rr+Rr*+Rr’+.. . +R¥"
punkt 7 (= Bezugspunkt) aufgezinsten Rentenbe- _R r(l PR rm)
trage R.
r" =1 =1

Wieder wird die Summenformel eingesetzt. =Rr 1 Rr ;
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Es folgen die entsprechenden Formeln fiir die nachschiissige Rente:

0 1 2 3 n-1

n

oo L

R R R R R
{
Barwert B
Der Barwert ist die Summe aller auf den Zeit- B=Rv+RV+RV' +..+ RV
punkt 0 (= Bezugspunkt) abgezinsten Rentenbe- —Rv (1 PR Vm)
triage R.
_Rv 1-v R 1-v
l-v i
0 1 2 3 n-1 n
I ¢t
R R R R R
1 |
Endwert £
Der Endwert ist die Summe aller auf den Zeit- E=R+Rr +Rr*+.. + R+
punkt n (= Bezugspunkt) aufgezinsten Rentenbe- —R (1 trir? 4 r"‘l)
trage R.
r* -1 r'—1

Wieder wird die Summenformel eingesetzt. =R 1 R ;

Erklare, warum die Formeln fiir die vorschiissige Rente aus den Formeln fiir die nachschiissige Rente
durch Multiplikation mit dem Aufzinsungsfaktor » hervorgehen.

Beispiel 1:

Jemand will an jedem Jahresende € 2800 sparen, so dass er sich nach 10 Jahren ein Auto fiir ca.
€ 30000 kaufen kann. Welche Jahresverzinsung miisste er erreichen?

Losung:

Der Endwert der nachschiissigen Jahresrente von € 2800 bei der Laufzeit von 10 Jahren betragt
€ 30000. Daher gilt die folgende Gleichung:

(1+0)° -1

1

30000 =2800
Diese Gleichung kann algebraisch nicht gelost werden. Der TI-Nspire CX CAS kann auf mehrere
Weisen helfen:
Erste und zweite Moglichkeit:
Wir zeichnen die Graphen der beiden Gleichungsseiten und bestimmen grafisch den Schnittpunkt.

Wir lassen die Gleichung numerisch auf einer Calculator-Seite 16sen.
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00 ¥ ) )
2800- [(14)10-1)
f£2(x)=
x o~
-

(001524, 2e+4) R £1(x)=30000

0000

X
0001 001 , . 00}

© mit solve oder nSolve die Gleichung losen

A solvelfr(x)=r2(x) x) x=0.0152
nSolve(f1(x) -f?{r],x) 0.0152
0.01523708479525 0.0152
tvmI(10,0,-2800,20000,1,1,0) 1.5237
tvmI(10,0,-2800,20000) 1.5237

Man kann auch die finanzmathematische Funktion tvmI(N,PV,Pmt,FV,[PpY],[CpY],[PmtAt]) aufru-
fen. Die Funktionsargumente sind folgendermallen erklart:

N = Anzahl der Zahlungen

PV = Barwert (Present Value)
Pmt = Rentenzahlung (Payment)
FV = Endwert (Future Value)

Die dritte Mdoglichkeit ist, den Finanzldser zu
nutzen.

,

N [10 - |
1) ] - |
pv: o -]
Pt |-2800 - |
Fv: [30000 - |

PpY:

CpY:

PrmtAL;

Zum Berechnen ENTER dricken
Zinssatz, [(%)

Die Bedeutung der Parameter wurde schon er-

klért. Hier ist es wichtig — wie bei den tvm-

[PpY] = Zahlungen pro Jahr (voreingestellt 1)
[CpY] = Zinsperioden pro Jahr (voreingestellt 1)
[PmtAt] = vor/nachschiissig [1,0] (voreingestellt 0)

Die Zahlungen leistet man, den End- oder Bar-
wert erhélt man.

-
Finanzlgser A u

N: 10 - |

Pmt: 2800 - |

Fv: 30000 - |

PpY: |1 |
cpy: |1 <]

PmtAt: END -

Info zu Finanzléser gespeichert in

tvm.n, tvm.i, tvm.pv, tvm.pmt, ...

Die Parameter PpY und CpY werden bei der Be-
rechnung von unterjahrigen Renten (Halbjahres-,

Funktionen — unterschiedliche Vorzeichen fiir die = Quartals-, Monatsrenten) oder {iberjdhrigen Ren-

Zahlungen und End- oder Barwert zu gebrauchen. ten bzw. bei unterjéhriger Verzinsung bendtigt.
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Obligationen (Anleihen)
Wenn grofie Unternehmen oder sogar der Staat Geld benétigen, dann nehmen sie einen Riesenkredit
auf, der in kleinen Anteilen auf viele Glaubiger verteilt wird. Diese Anteile werden Obligationen oder
Anleihen genannt.
Wichtige Begriffe:

e zu pari: Der genaue Nominalbetrag wird zuriickgezahlt. (Es gibt auch unter pari und iiber pari.)

e Der Kurs 0,90 oder 90 % bedeutet, dass man die Obligation fiir 90 % ihres Nominales kaufen
oder verkaufen kann.

e Fruchtgenuss: Man kann die Zinsen (die Kupons) der Anleihe wiahrend der Laufzeit des Wert-
papiers beziehen.

e Das blanke Eigentum: Hier verfiigt man nur {iber den Riickzahlwert des Nominales der Anlei-
he am Ende der Laufzeit.

e Das vollstindige Eigentum: Hier verfiigt man iiber die zukiinftigen Zinsgewinne und den
Riickzahlwert am Ende der Laufzeit.

Beispiel 2:

Am 12. Juni 2009 wurde eine Obligation OBL SOLVAY 2009 mit einer Verzinsung von 5 %
ausgegeben. Die Obligation soll bis zum 12. Juni 2019 laufen und wird zu pari eingeldst.

Nimm an, dass du diese Obligation am 12.6.2014 mit dem Nominale von € 8000 erwerben
wolltest. Was hittest du dafiir bezahlen miissen?
Losung:

Dazu miissen wir den Barwert aller noch ausstehenden Kupons (eine nachschiissige Jahresrente im
AusmaB von 5 % des Nominales = € 400) und den Barwert des Nominales (féllig am Ende der Lauf-
zeit) berechnen.

Mithilfe der Formeln konnen wir die beiden Barwerte be- — =)
Finanzlgser
rechnen:
T — M: I5 b |
- - 1 - ' |
r:=1.05+ 1.0500 wv=—r* (,9524 1(%): |5 -

r

Barwertder ausstehenden Kupons —
; Pmt: |-400 -

bk =400 v 1731.7907

-1 FV: |-8000 iy
Barwertdes Nominales l PpY: '.] :|
bm:=8000- v> » 6268.2003 cpY: 1 ]

PmtAt: END - |

Damit ergibtsich gesamtdas "vollstandige Eigentum™;
Barwert (PV) bearbeiten

bk+bm = 8000.0000

ﬁ

™

Frage 1: Ist es Zufall, dass hier in der Summe das Nominale entsteht?

Frage 2: Welche — wohl nicht zuldssige — Annahme wird bei dieser Berechnung getroffen?
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Aufgabe 3:

Eine Obligation mit dem Nominale € 10000 ist nach 15 Jahren zu pari fillig. Die Verzinsung
betragt 3,5 %. Welcher Kaufpreis (welcher Kurs) verspricht eine Rendite von 4,5 %?

Losung: Finanzigser A u

Jetzt miissen wir den gesamten Barwert mit einer

Verzinsung von 4,5 % berechnen. N: [15
(%): |4.5000

Die Obligation miisste zum Preis von € 8926,05
erworben werden. (Kurs 89,26). Pmt: -

FV

Natiirlich kann auch nach der Rendite der Geld- e

anlage gefragt werden, wie die umgekehrte Fra- CpY:

gestellung bei einer Variante dieser Aufgabe PmtAt:

zeigt.
Info zu Finanzldser gespeichert in

tvm.n, tvmi, tvm.pv, tvm.pmt, ...

Welche Rendite hat die obige Obligation, wenn sie mit dem Kurs 89, aber iiber pari mit
101,50 eingelost wird?

Die entsprechende Gleichung lautet:

’
e —, S

1
+101,50v", v=—no .
1-v 1+i N: [15 -]

1+v°

89=3,5

1 : : - |: vi
Die Gleichung kann im Calculator gelost werden, J): | 4 60314362597 12 ’|

oder wir rufen den Finanzldser auf. PV: -89 - l
Pmt: |2.5000 -]
Fv: [101.5000 -

PpY: |1 -]

v=0.9560 CpY:
i PmtAt:
sclve[i-t].gﬁﬁ, ?) =TI _
141 k

Info zu Finanzléser gespeichert in

' tvm.n, tvm.i, tvm.pv, tvm.pmt, ...

==

Die Rendite betréagt 4,1 %.
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Aufgaben:

1
2

Lose die obige Aufgabe auch grafisch und dann mithilfe einer Tabelle.

Bei einer Verzinsung von 2,5 % legt jemand 10 Jahre hindurch nachschiissig € 2500 auf ein
Konto. Welches Kapital hat er nach weiteren 5 — zahlungslosen — Jahren angesammelt?

€ 20000 konnen mit einer Verzinsung von 3,5 % angelegt werden. Nach 7 Jahren wird mit
dem Bezug einer vorschiissigen Jahresrente in der Hohe von € 2000 begonnen. Wie oft
kann man den vollen Rentenbetrag erhalten?

Eine Obligation mit dem Ausgabekurs 99,50 hat eine Laufzeit von 15 Jahren, nach der sie
zum Kurs 101,00 eingelost wird. Der Kupon betrdgt 3 %. Welche Rendite erreicht diese
Geldanlage?

Losungen:

2
3
4

Endwert nach 10 Jahren =28008,45 wird 5 Jahre aufgezinst und ergibt dann € 31688,00.
16 Mal.
3,10 %
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