Helmut HEUGL

Wachstumsprozesse einmal anders — mit rekursiven Modellen

Rekursive Modelle sind erst durch die Nutzung von digitalen Mathematikwerkzeugen fir
die Schule zuganglich geworden. Damit wird die Behandlung einer Vielzahl von interes-
santen Anwendungsproblemen mdglich. Das Modellbilden erfolgt durch die Schilerinnen
und Schuler. Sie Ubersetzen die verbalen Informationen oder die Eigenschaften von Da-
tenmengen in die Sprache der Mathematik. Das Simulieren Gbernimmt das Werkzeug. Es
liefert entweder Tabellen oder Graphen. Die néchste Aktivitat der Lernenden ist das Inter-
pretieren der Ergebnisse und das Bewerten bezliglich des Anwendungsproblems.

Umso (berraschender ist es fir mich, dass diese Chancen in den Lehrplédnen der meisten
Bundeslénder nicht genutzt werden.

Technologie im Mathematikunterricht ist heute viel mehr als nur ein Rechenwerkzeug. Di-
gitale modulare Mathematiksysteme (MMS genannt) ermdglichen die vernetzte Nutzung
verschiedener Werkzeuge unter einer gemeinsamen Benutzeroberflache, wie Computeral-
gebra Systeme, Graphen, Tabellen, geometrische Werkzeuge usw.

Kapitel 1: Rekursive Modelle in der Sekundarstufe |

Schon in der Sekundarstufe I konnen mit Hilfe der Tabellenkalkulation oder entsprechenden
Werkzeugen rekursive Modelle genutzt werden. Ein konkretes Beispiel:

Aufgabe 1: Bausparkredit fur einen Hauskauf

[Heugl, 2014]
Herr Mathemat benétigt ein Bauspardarlehen in der Hohe von € 140.000 mit einer Laufzeit
von 30 Jahren. Derzeit betragt der Zinssatz 3.5%. Der Zinssatz kann geméaR dem Index Euri-
bor auf bis zu 6% steigen. Der Kredit soll in 30 Jahren zurlickgezahlt sein.

a) Definiere zwei Schieberegler fur die Jahresrate r und den Wachstumsfaktor q =
(1+p/100). Suche ein mathematisches Modell fur die Entwicklung des Kredits und zwar
zuerst fur p = 3.5%. Wie hoch ist die Jahresrate, wenn der Kredit nach 30 Jahren zurtick
gezahlt sein soll?

b) Wie &ndert sich die Situation, wenn der Zinssatz auf 6% steigt? Wie hoch misste dann
die Jahresrate sein, wenn der Zinssatz schon von Anfang an 6% ware?

Im traditionellen Unterricht koénnte diese Aufgabe friihestens
in der Klassenstufe 10 geldst werden. F s £

— 7%

Notig sind Kompetenzen in den Bereichen Geometrische i ‘f‘T
Reihen und Logarithmen. b

Mit MMS ist die Losung solcher Probleme schon in der Se- 4 |
kundarstufe | moglich. Bendtigt werden Kompetenzen im Y hw f'ﬁ"'(“"’%"f ) 9= 1€
Bereich Prozentrechnung. K-op =R =5




Mathematische Voraussetzungen beim Ldsen mit Technologie:

Die zentrale Aktivitat beim Modellbilden ist das Ubersetzen verbaler Informationen und Ent-
scheidungen in die Sprache der Mathematik. Wie beim Fremdsprachenlernen kann das Anle-
gen eines VVokabelheftes fur den Lernprozess sinnvoll sein. So kommt man etwa zu folgenden

Ubersetzungsregeln:

Deutsch

Mathematik

P% von etwas

. p/100

vermehre um p%

. (1 + p/100)

Damit kann man die erste Grundregel des
exponentiellen Wachstums nutzen:

,»ZU gleichen Zeiten gehort der gleiche
Faktor“ <:> Kneu = q-Ka|t

Schritt 1: Modellieren

Reales Problem

Ein Darlehen wird mit jihrlichen Raten getilgt

‘ Strukturieren

,»Waspassiert jedes Jahr?*

Reales Model
»Wortformel“

Das Kapital wird verzinst
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Mathematisches
Modell

Mathematik ist eine Sprache.
Dementsprechend ist eine der
wichtigsten kognitiven Aktivitaten
das Ubersetzen von Anweisungen
in der Alltagssprache in die Spra-
che der Mathematik.

Schritt 2:L6sen mit Hilfe von MMS.
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Eine besondere Mdglichkeit der
experimentellen Losung bietet der
Einsatz von Schiebereglern, mit
denen man die Verénderung ver-
schiedener Parameter simulieren
kann.

Bei 30-jéhriger Laufzeit ergibt
sich eine Jahresrate von 7.800 €.




fapital ¥y g ~106 e it | At Bk Steigert man den Zinssatz von
103 Logs: 00 jwe " 150 Beginn an auf den von der Bank
' 1 140000| | als moglich angegebenen Wert
140000 poe®e®®®” 22 140600.| | yvon 6%, stellt man in der nach-
33 141236, | stehenden Grafik bzw. in der Ta-
100000 44 141910\ | helle erschrocken fest, dass nach
Z : 12;222: _30 Ja_lhren der Schuldenstand trotz
T jahrll_cher Zahll_Jng von € 7._800
s s 145036 | | deutlich hoher ist als zu Beginn.
o o 145038 | | Soll das Ziel, nach 30 Jahren
10000 ,} (10 10 146895, schuldenfrei zu sein, wieder er-
10 20 30 Jl reicht werden, muss der ,,Raten-
schieberegler entsprechend er-
hoht werden. Das bedeutet aber,
dass man jahrlich etwa um € 2.500

mehr bezahlen muss.

Die verschiedenen Funktionen der digitalen Werkzeuge:
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Modellierungswerkzeug: Verbal formu-
lierte Modelle werden direkt in die Sprache
der Mathematik tbersetzt.

Rechenwerkzeug: MS bieten die Chance,
von Ubertriebener Kalkilkompetenz zu
mehr Strategiekompetenz zu kommen.

Visualisierungswerkzeug: Graphen sind
leichter verfligbar und kénnen einfacher mit
anderen Darstellungen vernetzt werden.

Experimentierwerkzeug: MMS unterstit-
zen experimentelles, eigenstandiges Lernen.

Lokales Modell
Kneu= Kan-(1#p/100) - r

zu den

Globale Lésung

ken®.

Das Besondere bei der Nutzung rekursiver Modelle ist der
Umstand, dass es geniigt, ,,von einem Schritt zum ndchsten

Diese lokale Beschreibung (des Iterationsprozesses) ent-
halt dann implizit die globale Sicht (das gesamte ,,Szena-
rio). Die lokale Betrachtungsweise impliziert also die
globale, die Sicht auf das Ganze [Lechner, 1995]

Durch Simulation erhalt man die globale Lésung

In einem Vortrag mit Schwerpunkt Informatik musste man genauer auf den Unterschied von
Rekursion und Iteration eingehen. Wahrend Iteration die Wiederholung durch Aneinanderrei-
hung ist, ist Rekursion Wiederholung durch Schachtelung.




Far die im Mathematikunterricht behandelten Probleme ist charakteristisch, dass die Berech-
nung des rekursiven Modells iterativ erfolgt. Die Iteration ist dadurch gekennzeichnet, dass -
ausgehend von einem Anfangszustand - durch Anwendung stets derselben Handlung (Aktion)
neue Zustande entstehen und ein System dadurch eine zeitliche Entwicklung durchlduft.

Strategiekompetenz erwerben bedeutet, dass dieser Iterationsprozess, der zur globalen Lésung
fuhrt, von den Lernenden nicht nur als Black Box erlebt wird. Der Prozess selbst sollte daher
auch explizit Gegenstand des Lernprozesses werden.

Bei der Bearbeitung eines Problems mit Hilfe der Tabellenkalkulation kénnen die zwei Pha-
sen des iterativen Denkprozesses (,,auswerten” und ,,speichern®) bewusst gemacht werden:

Grundvorstellungen liber die ,,Zyklische Maschine“

»speichern® || Xneu = Xait

Xneu = f(Xap)

S

Gegeben ist ein rekursives Modell
Xneu = F(Xart

Setzt man den Wert X in die
Formel ein, so wird der Wert Xey
berechnet (Phase 1: ,,auswerten®).
Der neue Wert ersetzt nun in die-
sem Zyklus den alten Wert Phase
2. (,speichern®) und wird dann
wieder in die Formel eingesetzt,
usw.

Vorteil des ,,Webmodus*“ 1st Median
xn Xn = Xn-1
speichern
- Xy = 9(%-1)
| speichern |
]
X3

X4

Xo X1 XzX3

g sei eine lineare Differenzengleichung 1. Ordnung:
y(n) =ky(n-1) +d

n-1

Die von MMS angebotene graphi-
sche Darstellung im ,,Web Modus*
(Xn = 9(Xn-1) bietet die Chance, die-
sen Ablauf zu visualisieren.

Diesen Denkprozess explizit zum
Gegenstand des Lernprozesses zu
machen, bedeutet ,,Strategiekom-
petenz* zu fordern.

Kapitel 2: Rekursive Modelle in der Sekundarstufe 11

Ein grof3er Bereich von Wachstums- und Zerfallsproblemen wird im Schulunterricht erschlos-

sen, wie zum Beispiel

* Beschrénktes Wachstum
* Wachstum mit Stérung
* Logistisches Wachstum

» Verkniipfung von Grundtypen des Wachstums

* Interagierende Systeme




Wichtige Grundlagen fur das Modellieren mit Differenzengleichungen in der Sekundarstufe 11
sind die ,,Ubersetzungsregeln aus der Sekundarstufe I wie zum Beispiel:

e . .wachsen um das r-fache® e  direkt proportional zu*
e , vermehren um 30%* e  relativer Anteil von*
e _abnehmen um 15%" e _absolute Anderung —relative Anderung“

Fir die Untersuchung der Konvergenz der mit Hilfe digitaler Medien erhaltenen Lésungsfol-
gen sind auch Kompetenzen aus anderen Inhaltsbereichen wie etwa der Analysis gefragt.

2.1 Ausbreitung und Bekampfung von Viren.

Gerade in der Corona Pandemie wurde die Frage des exponentiellen Wachstums bei der Aus-
breitung der Viren vielfach diskutiert, ja sogar Politiker versuchten zu erklaren, wie geféhrlich
exponentielle Wachstumsprozesse sind. Artikel tber die Verdopplungszeit oder die Gefahr
von Mutationen findet man sténdig in den Medien.

Im Zuge der Corona Diskussion habe ich mich an eine Aufgabe zur Geféhrlichkeit des HI-
Virus erinnert. Es war flr mich ein Schlisselbeispiel, weil ich die Gefahrlichkeit des Virus
erst verstanden habe, als ich das mathematische Modell von Rainer Novak genutzt habe.

Das Beispiel befasst sich mit einem mathematischen Modell der Vermehrung der HI-Viren im
menschlichen Korper. Es zeigt, dass der Computer es den Schulern ermdglicht, Gber das sehr
komplexe Problem der Ausbreitung eines aggressiven Virus und der Interaktion mit resisten-
ten Zellen nachzudenken.

Aufgabe 2: HIV und das Immunsystem - ein mathematisches Modell

[Lechner,1999]
Das mathematische Modell tber den Kampf des menschlichen Immunsystems gegen das HI-
Virus stammt von dem 0sterreichischen Mathematiker und Biologen Martin A. Nowak [No-
wak, 1992]. Er ist derzeit Professor an der Havard University.

Das Besondere daran ist, dass dieses mathematische Modell die Erkenntnis ausgeldst hat und
erst danach durch konkrete medizinisch-molekularbiologische Untersuchungen bestétigt wur-
de [Lippa, 1997]

Sobald ein Virus in den Korper eindringt, und Zellen befallt, startet die kdrperliche Abwehr
einen gezielten Angriff von mehreren Seiten. Wahrend das Modell von Nowak die verschie-
denen Abwehrmechanismen bertcksichtigt, wird in dem von mir genutzten Modell als Einheit
behandelt, ohne zwischen den Aktionen der verschiedenen Zelltypen zu unterscheiden.

Das Schlimme ist, dass HI-Viren deshalb so "erfolgreich" sind, weil ihre Vermehrung fehler-
anfallig ist. Die genetische Ausstattung der Mutationen wandelt sich unaufhérlich. Fur jedes
mutierte Virus muss das Immunsystem neue spezifische resistente Abwehrzellen schaffen, die
nur diese spezielle Art des Virus bek&mpfen kdnnen. Die resistenten Abwehrzellen fungie-
ren als Spezialisten. Im Gegensatz dazu kdnnen alle mutierenden Viren alle Arten von resis-
tenten Zellen gegen HIV zerstéren oder zumindest deren Funktion beeintrachtigen. Viren
arbeiten als Generalisten.

Wird eine bestimmte Anzahl von Viren berschritten, verliert das Immunsystem schlieRlich
die Kontrolle tiber sie und AIDS bricht aus. Auf diese Weise nimmt die Zahl der Viruszellen
stark zu, wahrend die Zahl der Immunzellen drastisch abnimmt.




Die Simulation mit Hilfe von Technologie ermdglicht eine Reflexion und Diskussion der rea-

len Situation.
Realisierung der HIV-Simulation mit TI-Nspire CX CAS

Nach den Untersuchungen von R. Novak [Novak, 1992] sind die
tisch:

folgenden Parameter realis-

Die Vermehrungsrate des Virus r=0.1

Die Effizienz der Abwehrzellen bei ihrem Kampf gegen die Viren p = 0.002
Der Proportionalitétsfalftor, der o_Iie Vermehr_ung der A_bwehrzel!en beschreibt. K =0.02
Sie entstehen als Reaktion des Korpers auf eine Mutation des Virus.

Der Faktor, der die Aggressivitat der Viren bei ihrem Kampf gegen Abwehr-

zellen charakterisiert u=0.00004

Ein Zeitschritt entspricht 0,005 Jahren (d. h. 200 Schritte beschreiben ein Jahr).

Schritt 1: 1 Mutant ist aktiv

N Ubersetzen verbal formulierter Informationen
Modellieren <:>

(,Wortformeln®) in die Sprache der Mathematik

Die Abnahme der Population is’D
proportional zur Anzahl der
vorhandenen Viruszellen und
der Anzahl der Abwehrzellen

Die Zunahme der
Viruspopulation ist proportional
zur vorhandenen Population

Virus (Typ 1)

lu1(n) = ut(n-1) +r- ut(n-1}p-u1(n-1)-u2(n-1) |

Die Zunahme der Abwehrzellen ist Die Verringerung der Population
proportional zur vorhandenen ist proportional zur Anzahl der
Viruspopulation, die die Entwicklung vorhandenen Viruszellen und der
dieser Zellen verursacht Anzahl der Abwehrzellen

i\

| AbwehrzelletN,_ X 1)

[u2(n) = u2(n-1) +fk- ut(n-1]{u-u1(n-1)-u2(n-1)|

resistant cells

ul(n)=ul(n—1)+r- ul(n~1)—p- ul(n*l)- 112(11—1)

virus cells

10 100 200

Tritt nur ein Mutant auf,
sind die Abwehrzellen er-
folgreich.




Schritt 2: Auch die Modellierung mit 2 Mutanten des Virus ist im Unterricht noch mdglich.

Virus (Typ 1)

ul(n) = ul(n-1) + rul(n-1) -p-ul(p=EHu2(n-1)
Starting valw/
—

Wahrend die Abnahme
der Viruszellen des Typs

Abwehrzellen
(Typ 1)

u2(nm-1) + k-ul

(n-1) A 'u2(n—1)

Staring valueui2 =0

1 nur proportional zur
Anzahl jener Abwehr-

Virus (Typ 2)

(Start 60 Z.E.

¥ Starting value
spater)

u3(n) = when(n=6@/1, u3(n) = u3(n-1) + r-u3(n-1) - p-u3(n-1) -u4(n-1)
=0

zellen ist, die durch die-
sen Mutanten erzeugt
wurden (u2(n-1)), ist die

Abnahme der Abwehr-

Abwehrzellen u4(n) = un-1) + k-u3(n-1) - u-u5(n-1) -u4(n-1)
(Typ 2) Startipg valueui4 =0

Virus u5(n) = ul(n-1) + u3(n-1)

Gesamtzahl Starting valueui5=1

zellen proportional zur
Gesamtzahl aller existie-
renden Viren (u5(n-1)).

Abwehrzellen

u6(n) = u2(n-1) + u4(n-1)

100

Gesamtzahl Starting valueui6 =0
Ty Der Kampf ist hart, aber
Gesamtzahl Abwehrzellen i i
noch gewinnen die Ab-
wehrzellen.
507
|  Gesamtzahl Viren

Schritt 3: Fir mehrere Mutanten hat Josef Lechner ein Programm flr den T1 Nspire CAS

geschrieben:

1 Mutant: Die Abwehrzellen
gewinnen.

Azeitsc.. |}

= =zschritte
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5 Mutanten: Ein harter
Kampf aber die Abehrzellen

12 Mutanten; Die Abwehr-
zellen haben keine Chance.
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2.2 Rekursive Verfahren zur Approximation reeller Zahlen

Die Zahlenbereiche N,7Z, QR finden sich natirlich in allen Lehrpldnen. Aber es genugt

nicht, in diesen Zahlenmengen zu operieren. Wichtig ware, die Erweiterung der Zahlenberei-
che bewusst zu machen, also zu erleben, warum und wie eine neue Zahlenmenge entsteht.

Eine Testfrage an meine Lehrerstudenten war immer: Was istﬁ ? War die Antwort: ,,Das ist
jene Zahl, die quadriert 2 ergibt®, war meine Antwort: ,,Sie haben jetzt ein Gestidndnis abge-
legt, dass sie die Gleichung x* = 2 nicht 16sen kénnen.*

Eine gute Deutung der irrationalen Zahlen, die auch die Idee der Erweiterung von Q nach R
mit einbezieht, ist folgende:

Der Schritt zur irrationalen Zahl besteht darin, dass man die Mdglichkeit, sich die-
ser Zahl beliebig zu n&hern, zur Zahl erklart. (Roland Fischer)

Technologie bietet fur die Schilerinnen und Schuler durch Nutzen rekursiver Verfahren inte-
ressante Moglichkeiten, die Idee dieser Definition auch zu erleben.

Aufgabe 3: Zwei rekursive Modelle zur Approximation von a

Es sollen zwei rekursive Verfahren zur Approximation von {a bezuglich ihrer Konvergenz
untersucht werden. Die Quelle ist ein ,,Mathe Brief (Nr. 33)“ der Osterreichischen Mathema-
tischen Gesellschaft (OEMG), der Autor ist Prof. Fritz Schweiger. In diesem Artikel wird die
Konvergenz der folgenden Verfahren ,klassisch® untersucht (Monotonie, Beschranktheit)
[Schweiger, 2013]:

Verfahren 1: X, =%'(Xn_1+ a J Verfahren 2: , =1-((k—1)-xn_1+%]
n-1

k-1 n k

Wir wollen die Konvergenz mit Hilfe der Technologie in zwei Schritten untersuchen.
Schritt 1: Experimentieren im Graphikfenster, finden einer Vermutung.
Schritt 2: Nutzen des Fixpunktsatzes, Beweis mit Hilfe von CAS.

n-1

Schritt 1: Experimentieren im Graphikfenster, finden einer Vermutung
Technologie bietet in der Regel zwei Darstellungsmoglichkeiten an:
,»Time—Modus®: x, =f(n) und ,,Web-Modus*: X, =0(X,_1)
Wahlen wir als Beispiel fir k = 4 und a = 7 und untersuchen also die Konvergenz der Folge
des Modells 1 fir 47



Untersuchung im ,, Time Modus*: u(n) = f(n)

4—
"2(”) y k=4 und a = 7: text|
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\ VAR VAR VAR VAR VA " "

“2(")=

| =

< (IIZ(II*])+ L )
(nZ(n*l))5
X
20

1

10

Das sieht doch ,.konvergent* aus. Aber das
sind ja nur die ersten 20 Elemente. Untersu-
chen wir das Intervall [1500, 1520]:

i |

1500=n<1520

1
u2(n)=—-[u2(n-1)+
B

(uz(n*l))5 )

Schaut gut aus, aber man ist ja misstrauisch.
Wir nutzen die ,,Zoom*“-Funktion des Werk-
zeugs und vergroRern den roten Bildaus-
schnitt:

v

R TR R TR

llZ(H):l
2

J (llz(’l*1)+ ]
(uZ(n—l))}

X

Das Bild zeigt, dass eine Sicherheit
beziglich der Konveregenz dieser rekursiven
Folge nicht gegeben ist.

Aber vielleicht bringt die Graphik im ,,Web
Modus* mehr Sicherheit

Untersuchung im ,,Web Modus*: u(n) = g(u(n-1))

112(n)\ y

k3

uz(n):l'

(llZ(n*l)Jr z )
(IIZ(M*I))}'

(&)

; ; RS
112(7171)

i

: = ll(nt :l*

(llZ(rﬁl){»

(112(1171)) 3 )

| o

X

Sieht ,,konvergent* aus, aber wir nutzen doch
wieder die ,,Zoom‘ Funktion.

Das ,,Loch® in der Mitte lasst keinen Schluss
beziiglich Konvergenz zu.

Daher tbersiedeln wir in das CAS Werkzeug und versuchen einen Konvergenzbeweis.




Schritt 2: Nutzen des Fixpunktsatzes, exakter Beweis der Konvergenz

[Dorninger, 1988]

Fixpunktsatz: Es sei eine Funktion f im Fixpunkt x* differenzierbar. Dann ist der Fixpunkt

x* anziehend fur ‘f’(x*)

allgemeingultige Aussage gemacht werden.)

<1 und abstoRend fir ‘f’(x*)

>1 (Im Fall ‘f’(x*)

=1 kann keine

ezt et |

A=l a s | reriig | | Das erste Ergeb-
Ui i Modell 1 .
2 === nis des Wertes
" Solve(le' (e |, D i der 1. Ableitung
AT ?rec i e.s e ?S x=a" and a>0 im FiXpunkt ist
Ldsen der Gleichung f(x)=x .
f1(): =< (Ax)) Fertig | | nicht brauchbar.
dx
L o \ Berechnender 1. Ableitung (Xk—a'(k‘l))‘xik A_\ber man ko_nnte
— 5 | | sichdaran erin-
1 k *| | nern dass ¥/a
L : e 1 L
& ﬂLk T! Wertder 1. Ableitung im Fixpunkt (ﬂ" _H.(]H).(ﬂk nur fiir a>0 defi-
2 niert ist.
[ 4 T! 1. Ableitung im Fixpunkt fur a>0 (e-2)
& fm;| 5 4’ ¥ 3 Dann kommt
‘(FZ) Modell 1 ist nur konvergentfiirk = 2,3 o A
S°l"e"2—<1”‘) . : brauchbaren Er-
L " ‘ Feriig | | Dieselbe Unter-
s o Modell2 | suchung fiir das
i Modell 2:
Y Berechnen des i
F SO\eFk i k-1 f Fixpunktes x=ak and @>0 and A#0
u Lésen der Gleichung
gl(x):=i( x)) f(x)=x Fertig
dx e
& gilx) | Berechnen der 1. Ableitung -1 bg)-
k
lt! Westder 1. Ableitung im Foxpunkt |[l= Rl 1t
ertder 1. Ableitung im Fixpun = =
& g]ak g p =
a - =al:\a '(k~1)
k
. £ 1. Ableitung im Fixpunkt fur a>0 5
& &
glla " ||a>0 Model 2 ist konvergent fiiralle k

Ergebnis fur Verfahren 1:

Der Betrag der 1. Ableitung an der Stelle des Fixpunktes ist kleiner 1 fir k = 1,2,3. Da-
her konvergiert die Losungsfolge des rekursiven Verfahrens 1 nur fir k = 2 und k = 3.

Fir k =4,5,... ist die Folge nicht konvergent.




Ergebnis fur Verfahren 2:

Der Betrag der 1. Ableitung an der Stelle des Fixpunktes ist stets 0. Daher konvergiert
die Losungsfolge des rekursiven Verfahrens fir alle k e N .

Kapitel 3: Ein Blick in Lehrpléane und Zusammenfassung
3.1Die Situation in Deutschland

In fast keinem Lehrplan eines
deutschen Bundeslandes findet
man bei den Inhaltsbereichen
das Thema ,,Nutzen rekursiver
Modelle*.

Deutschland

< Rekursive Modelle
(=5 B N N ho AMo
Sachsen Klasse 10

Wahlbereich 2: Logistisches Wachstum

Ein positives Beispiel ist der
Lehrplan von Sachsen, wo
wenigstens im Wahlbereich
dieser Inhalt angesprochen
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Das Thema in den Bildungsstandards:

K4 Mathematisch Modellieren
Typische Teilschritte des Modellierens sind das Strukturieren und Vereinfachen gegebe-
ner Realsituationen, das Ubersetzen realer Gegebenheiten in mathematische Modelle, das
Arbeiten im mathematischen Modell, das Interpretieren mathematischer Ergebnisse in
Bezug auf Realsituationen und das Uberpriifen von Ergebnissen sowie des Modells im
Hinblick auf Stimmigkeit und Angemessenheit bezogen auf die Realsituation.




L3 Leitidee Strukturen und funktionaler Zusammenhang

Die Schulerinnen und Schuler
* nutzen die Prozentrechnung bei Wachstumsprozessen (beispielsweise bei der Zins-
rechnung), auch unter Verwendung digitaler Werkzeuge
» erkennen und verwenden funktionale Zusammenhénge und stellen diese in verschie-
denen Reprasentationen dar (sprachlich, tabellarisch, grafisch, algebraisch) und koén-
nen zwischen diesen Darstellungsformen wechseln, auch mit Hilfe digitaler Mathe-
matikwerkzeuge

Man fragt sich, wonach sollen sich Lehrerinnen und Lehrer orientieren, wenn im Lehrplan
und in den Bildungsstandards so unterschiedliche Bildungsauftrage formuliert sind? Wirde
man den Bildungsstandards entsprechend mit Hilfe digitaler Werkzeuge Aufgaben wie die mit
dem Bausparkredit im Unterricht behandeln, wére das ein Verstol? gegen den Lehrplan?

3.2Die Situation in Osterreich

In Osterreich findet man im

Osterreich Lehrplan g.lnfen klarerl Auftrag
] zur Beschéftigung mit rekur-
48 Stk 12 siven Modellen.
Differenzen- und Differentialgleichungen; Grundlagen der . L
Systemdynamik Im Unterricht orientiert man
» Diskrete Veranderungen von GrofRen durch Differenzengleichungen sich leider seit der Emfumung
beschreiben und diese im Kontext deuten kénnen der Zentralmatura an den
> Kontinuierliche Veranderungen von Gréfen durch Grundkompetenzlisten des
Differentialgleichungen beschreiben und diese im Kontext deuten Maturakonzeptes (,,Was nicht
kénnen gepruft wird, das wird auch
» Einfache Differentialgleichungen I6sen knnen nicht unterrichtet“).

» Einfache dynamische Systeme mit Hilfe von Diagrammen oder
Differenzengleichungen beschreiben und untersuchen kénnen

Leider wurde in der neuen
Uberarbeitung der Grund-
kompetenzliste genau diese
Grundkompetenz gestrichen.

Das Projekt

,woStandardisierte schriftliche
Reifepriifung aus Mathematik*

— Sicherung von mathematischen Grundkompetenzen —

Aber auch bisher spielt diese
Bis jetzt gultig: Kompetenz eine geringe Rol-

Inhaltsbereich Analysis: le.

®» Das systemdynamische Verhalten von GréRen durch Dif-
ferenzengleichungen beschreiben bzw. diese im Kontext
deuten koénnen.




3.3 Zusammenfassung

In der bildungstheoretischen Orientierung des 6sterreichischen Maturakonzeptes [IDM, 2009]
findet man folgende Charakterisierung der Rolle der Mathematik im Bildungskanon:

Mathematik ist ein moglicher Modus der Weltbegegnung, eine spezifische Brille,
die Welt um sich herum zu sehen bzw. zu modellieren. Sie tut dies als Darstel-
lungsform und als Denktechnologie.

Rekursive Modelle sind so eine spezifische Brille, mit der wir Bereiche in der Welt um uns
herum und auch in der Welt der Mathematik besser betrachten kdnnen. Wir sollten diese Bril-
le im Unterricht aufsetzen. Dann entspricht der Ertrag des Lernprozesses der von Bruno
Buchberger stammenden Definition von Mathematik:

Mathematik ist die Gber Jahrhunderte entwickelte Technik des Problemldsens

durch Schliel3en
Mit der bei diesem Lernprozess erworbenen Strategiekompetenz leistet das Fach Mathematik
einen wichtigen Beitrag zur allgemeinen Problemldsekompetenz.
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