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Wilfried Zappe

Extremwertaufgaben mit TI-30 X Pro MathPrint |[6sen

Extremwertaufgaben gehéren zu den Klassikern im
Analysisunterricht der gymnasialen Oberstufe. Die Mdglich-
keiten, die der TI-30 X Pro MathPrint™ zum Tabellieren von

Funktionswerten, zur numerischen Bestimmung von Ablei- T"?BZS,,F'O
tungen und zum LOsen von Gleichungen anbietet, erweitern n
das Instrumentarium der Schilerinnen und Schuler. Vor
allem die Tabellierfunktion verschafft auch in der Mittelstufe
beachtliche Mdglichkeiten, Uber Extremwertaufgaben nach-
zudenken, ohne dass das Ableitungskalkil zur Verfigung
steht.

g (2x+1)
X=.

Beispiel:
Eine zylinderformige Buchse hat eine Hb6he von 12,5 cm, ihr
Durchmesser betragt 7,4cm.

a) Berechnen Sie das Volumen der Biichse in cm3.

Wir berechnen das Volumen mit dem TI-30 X Pro und spei-
chern den Wert unter der Variablen a ab.
VolumenV =m-r?-h:

2 DEG -
n( %) *12.5%a
537.6050428

b) Untersuchen Sie, ob der Materialverbrauch (der gesamte Oberflacheninhalt) bei diesen
Abmessungen und fur das damit berechnete Volumen minimal ist.
Elementare Naherungslosung (Klassenstufe 8 bis 10):

14
T2

VolumenV =n-r>-h=h =
Oberflacheninhalt:
A=2-n-r2+2-n-r-h=A=2-n-r2+2-n-r-#=>A=2-n-r2+¥

Wir definieren die Hohe als Funktion f(x): f(x) = 27;17

Der Oberflacheninhalt A wird als Funktion g(x) durch g(x) = 2m - x2 + %a gespeichert

Die Wertetabelle wird durchgemustert, bis g(x) ein Minimum annimmt.
Das ist zwischen x = 4 und x = 5 der Fall.
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DEG DEG DEG
—_ A t _ 2, 2a LilTRBLE SETUP t
'F(x)—zﬂle 9(x)=2nx "'T. Start=1
Step=1
x =7
4 4 CALC
DES
X fix) %)
3 19.01389|414.952
y 10,69531|369.3335
5 IEEB 372.1216
w=

Wir verringern im Intervall [4; 5] die Schrittweite auf 0,1 und blattern die Wertetabelle in
diesem Intervall erneut durch.
Das Minimum far g(x) liegt bei x = 4,4 und f(4,4) hat den Wert f(4,4) = 8,84.

TRABLE SETUPI * FO00 | 900

Start=y 43 |o.255003 366 225

Step=0.1 AN (3.839101 [366.0084

x =% 3 8450617 366.1701
¢ALC [x=5.4

Die minimale Oberflache wird bei einem Volumen V ~ 537,6 cm3 naherungsweise er-
reicht flr einen Radius von r = 4,4 ¢cm und einer Hohe von h =~ 8,84 cm.
Der minimale Oberflacheninhalt betragt ca. 366,0 cmz.

Die reale Blichse weicht von diesen optimalen Werten ab.
Offen bleibt bei diesem Vorgehen weitgehend die Suche nach weiteren Lésungen.

Losung mit Differentialrechnung (gymnasiale Oberstufe):

Man kann zunachst wieder mit einer Wertetabelle beginnen.

Unter f(x) wird die Funktion A(r) =2 -m 7% + % (mitr=xund V = a) definiert.

Unter g(x) werden die 1. Ableitungen von f(x) (mit an jeder Stelle x erzeugt) in
der Tabelle angezeigt:

SteP‘l
.

£ (x)=2m#"+ 25D Y 9 ()= (£ (x) | yopp | B J

Eingabe von g(x): (2nd](in log](table] (2] [(x%;2] ® O [x2;2]

X% fix 9(x)
4iy. 952 |-81.768°7
4 369.3335 16,9352
5 372.121619.82345
%x=3

Wir erkennen, dass zwischen x = 4 und x = 5 das Vorzeichen der 1. Ableitung von Minus
nach Plus wechselt. Also kdnnte in diesem Intervall ein lokales Minimum liegen.
Mit einer Verfeinerung der Schrittweite Iasst sich die Minimumstelle genauer bestimmen:
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DEG
% fix 9(x)
4.3 366.225 |"4.11551
LA 366.0084|-0.24568
EN 366.1701|3.451875
x=4.5

Man kann folgende Naherungswerte ablesen: x = r ~ 4,4 cm; A ~ 366 cm?.
Bei Bedarf lasst sich die Verfeinerung des Zielintervalls fortsetzen.

Etwas genauer wird es mit der ndherungsweisen Lésung der Gleichung

A(r) = 4n-r—i—‘2’= 0.

Die Gleichung der Ableitungsfunktion muss handisch ermittelt werden:
Ar)=2-m-r? +¥; A (1) =4n-r—i—‘2/; A'(r) :47T+i—‘3/

Mit num-solve wird der numerische Gleichungsléser getffnet und die Gleichung

4 - x — i—? = 0 eingegeben. Da in der Gleichung zwei Variablen auftauchen, fragt der
Rechner, nach welcher Variablen die Gleichung geldst werden soll.

DEG DEG

_20 _ SELECT SOLUTION VAR t
4nx- =00 SOLVE FOR: Hia. '
x=4.406507244844

Il 4| |LEFT-RIGHT=0 i

Die Nullstelle von A’(r) istr =~ 4,4 cm.
Fur die Berechnung des Wertes der 2. Ableitung an der berechneten Stelle wird expr-

eval genutzt. Der Term 4w + i—‘; der 2. Ableitung wird in expr-eval eingegeben, wobei

wieder r = x und V = a zu berilicksichtigen sind. Auch der x-Wert flir das Minimum ist
noch im Speicher verfigbar und wird bei der Rechnung automatisch aufgerufen und

verwendet.
Expr=dn+ 1 a=537. 605042849 1 x=4. 4065072448 1
X
4 4 4
an+3%
X
37.69911184

Fur die 2. Ableitung gilt: A" (4,4) = 37,7 > 0. Damit ist das lokale Minimum bestéatigt.
Das lokale Minimum der Oberflache ist ca. 366 cm2. Auch hierfir kann expr-eval Ver-
wendung finden:

DEG

Expr=f(x)R x=4.40650724484 |f (x)

DEG -

366.0075972
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Aufgaben:

1. Welches unter allen Rechtecken mit festem Flacheninhalt (z. B. 50 FE) hat den kleinsten
Umfang?

2. Ein quaderférmiger Behalter soll 100 dm? fassen, die Breite soll dabei genau halb so
grofl3 sein wie die Lange. Ermittle die MalRe eines solchen Behélters, so dass der Materi-
alverbrauch mdoglichst gering wird.

3. Sieben Klassenkameraden wohnen in einer Siedlung von Einfamilienh&usern. Alle
Grundstuicke haben genau dieselbe Rechteckform und GrofRe und liegen aufeinander-
folgend an derselben Stral3e. Die Hausnummern sind fortlaufend von 1 bis 30 durch-
nummeriert und die Freunde wohnen in den Hausern mit den Nummern 1, 4, 8, 9, 16,
22, 27. Wo sollen sich die Freunde zu treffen, wenn der Weg, den sie von zuhause zum
Treffpunkt insgesamt zuriicklegen missen, mdglichst klein sein soll?

4. Einer Kugel soll ein Rotationszylinder einbeschrieben werden.

Untersuchen Sie, fur welchen Grundkreisdurchmesser d des Zylinders und welche

Hohe h der Rotationszylinder eine maximale Gesamtoberflache besitzt.

a) Bestimmen Sie durch grafische Darstellung eine Naherungslosung.

b) Ermitteln Sie fir die Maximumstelle einen genaueren Naherungswert mithilfe des
numerischen Gleichungsldsers.

c) Begrinden Sie, dass im Maximalfall der Achsenschnitt des Zylinders ein ,Goldenes
Rechteck® ist. Recherchieren Sie ggf. diesen Begriff im Internet.
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Losungen:
Aufgabe 1:

Klassen 8 — 10:
Es gelten die Bedingungen A =a-b =50 = a = % und

u=2a+2b=u(b) =2->+2b.

Unter f(x) wird die Funktion u(b) = % + 2b mit x = b gespeichert.

£(x)=100/x+2x0 1

Die Wertetabelle wird durchgemustert und verfeinert bis jeweils f(x) ein Minimum annimmt.

) F00) 5
x x

6.5 28.38462 7 28.28571| | 28 38071

? 28.28571 21 2828051 | |20 T |58.2814

28.33333 28.28889| |71 58,5451

%=7.5 |%=7.2 x=7

Als Minimum ermittelt man b =~ 7,05 und damit fiir a = 7,09.

-

50.7.05
7.092198582

Spéatestens jetzt vermutet man, dass das Quadrat die gesuchte Figur ist und kann als noch
besseren Wert a=b =+/50 = 7,07 angeben.

In der gymnasialen Oberstufe kann man als Losungsvariante die Bestimmung der notwen-

digen und hinreichenden Bedingung tberpriifen.

Esgilt f'(x) =2 — 2 und f"'(x) =22

Die Gleichungen der Ableitungsfunktionen mussen handisch ermittelt werden.

Mit num-solve wird der numerische Gleichungsléser getffnet und die Gleichung

2 — %0 = 0 eingegeben.

NUMERTC SOLVER SOLUTIONY
x=7.071067811864
LEFT-RIGHT=0 )

Die Nullstelle von f'(x) ist x = 7,07 cm.

Fur die Berechnung des Wertes der 2. Ableitung an der berechneten Stelle wird expr-eval

genutzt. Der Term 2;;30 der 2. Ableitung wird in expr-eval eingegeben, wobei der x-Wert fiir
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das Minimum noch im Speicher verflgbar ist und bei der Rechnung automatisch aufgerufen

und verwendet wird.

DEG B

200/%°
0.565685425

Fir die 2. Ableitung gilt: f"'(7,07) = 0,57 > 0. Damit ist das lokale Minimum bestatigt.

Auch eine inhaltliche Begriindung ist hier denkbar:

Wenn x > 0 ist, dann ist auch f"'(x) = Zx%o > 0.

Aufgabe 2:

Es gilt die NebenbedingungV =1-b-h = 100 bzw. 100 = 2b- b - h und damit z. B. h = =.

Die Formel fur die Oberflache A=2-(l-b+1-h + b - h) ergibt sich dann zu
300

—9. 2 4 100 , 50\ _ 4,2 , 300
Ab) =2- (267 + 22+ 2) = 4p? + 22
Klassen 8 - 10:

&

Unter f(x) wird die Funktion f(x) = 4x? + xo gespeichert.

DEG

Flx)=42+382 T

$

Die Wertetabelle wird durchgemustert und verfeinert bis f(x) ein Minimum annimmt:

DEG DEG DEG
x £(x) x £0x) x flx
3 136 3.2 134.71 3.3 13Y4.4691
3.5 134,7143 3.3 134,4691 (3.35 134.4422
Y 139 I (134.4753 | 134.4753
lx=Y4 |%=3.4 lx=3.4

Als Minimum ermittelt man x = 3,35.
Dies bedeutet fir den Quader: | =6,7, b = 3,35 und h = 4,46.

Eine Kontrolle bestétigt in etwa den Wert fir das Volumen.

™

6.7+3.35+4, 46
100, 1047
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In der gymnasialen Oberstufe kann man als Lésungsvariante die Bestimmung der notwen-
digen und hinreichenden Bedingung uberprifen.

Es gilt f'(x) = 8x — 22 und " (x) = 8 + °3.

Die Gleichungen der Ableitungsfunktionen missen handisch ermittelt werden.
Mit num-solve wird der numerische Gleichungsléser getffnet und die Gleichung

8x — 3)%0 = 0 eingegeben.

NUMERTC SOLVER SOLUTIONY
x=3.347164750412

LEFT-RIGHT=9 +

Die Nullstelle von f'(x) ist x = 3,35.
Fur die Berechnung des Wertes der 2. Ableitung an der berechneten Stelle wird expr-eval

genutzt. Der Term 8+ 6;%0 der 2. Ableitung wird in expr-eval eingegeben, wobei der x-Wert fiir

das Minimum noch im Speicher verfligbar ist und bei der Rechnung automatisch aufgerufen
und verwendet wird.

DEG -

8+600/x° 24

Fir die 2. Ableitung gilt: f''(3,34) = 24 > 0.
Damit ist das lokale Minimum bestétigt.

Aufgabe 3:

Der unbekannte Treffpunkt wird mit x bezeichnet.
Die Gleichung f(x) = |x-1| + |[x-4|+|x-8| + |X-9| +|x-16] + |x-22| + [x-27| wird in der Tabelle als

f(x) gespeichert. FlTH DEBMS RoP

EJDer absolute Betrag wird Uber math — Num - abs eingege- iflabs(
en.) 2:round(
3diPart(
Die Wertetabelle wird durchgemustert.
=Bx-1 |+ x| _ x x> x 7%
™ 8 53
2 75 9 52
3 70 B3
4 %=1 x=10

Man erkennt, dass als Treffpunkt die Hausnummer 9 gewahlt werden muss.
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Anmerkung: Dies ist der Median der gegebenen Werte.

L1¢1)=1

Aufgabe 4:

Ldsung zu a:

Wir wahlen wegen der Ahnlichkeit aller Kugeln o. B. d. ¥
A. als Kugelradius r = 1.
Dem Achsenschnitt lassen sich folgende Gleichungen

entnehmen: r=1
d=2x;h=2y,x*>+y?=1? i «
Die Gesamtoberflache A des Zylinders setzt sich aus x

den kreisformigen Grund- und Deckflachen sowie dem
Mantel des Zylinders zusammen.

2 2 H
A(d,h)=2-7r-(§) +m-d-h=2-m-"+m-d-h 1

Alx) =2m-x?>+4m-x-V1—xZ2mit0<x<1

Grafische Darstellung der Funktion A(x):
Funktionsgleichung unter eintragen und definieren.
Im TABLE SETUP Start = 0 und Schrittweite Step = 0,1 festlegen. Werte ablesen.

DES DEG DEG
£(x
£ Cx)=tprawl1—o2 T|[HOE
Ix-o 7

-+

SteP=0.1
.

Wertetabelle:
X 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
A(X) 0 1,3 2,7 4,2 5,6 7,0 8,3 9,4 10,1 | 10,0 | 6,3

Zwischen x = 0,8 und x = 0,9 scheint ein Maximum der Funktionswerte zu liegen. Durch eine
kleinere Schrittweit im Intervall [0,8; 0,9] kann man diese Stelle weiter eingrenzen:

" 00
el s e
ep=
TN 16.16183
X'O 86
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Das Maximum der Funktionswerte liegt in der Nahe 13.04 4y
von x = 0,85 und betragt etwa 10,17 FE. ( 0.851,10.2 )
1 %
. . , 0.1 1.31
Zeichnung erstellt mit TI-Nspire CX CAS.

Lésung zu b:

AbmnunghandSchbnden:Axx)::4n.[x4_rﬂxj

V1i—x2

.2
122%_ beriicksichtigt werden.

Fur die Lésung muss nur der Faktor x + Newee)

NUMERIC SOLVER SOLUTIONY
x=0.85065080835)»
LEFT-RIGHT=8 4

-

Ldsung zu c:

Zum Begriff ,Goldenes Rechteck®:

»oeit der Antike haben sich Kinstler und Architekten gefragt, welche Pro-
portionen als schén empfunden werden. Besonders asthetisch fand man ein
Rechteck, bei dem sich die kurzere Seite zur langeren so verhalt wie die
langere zur Summe der beiden Seiten — das "Goldene Rechteck". Dieses
Seitenverhéaltnis nannte man "Goldenes Verhéltnis" (ratio aurea) oder "Gol-
denen Schnitt" (sectio aurea):

a:b=b:(a+b).." a

(Quelle: ttp://members.chello.at/gut.jutta.gerhard/golds.htm)

Fur den hier betrachteten Zusammenhang misste also gelten: % = %

Mit d = 2x; h = 2y = 2-V1 — x? und mit dem oben berech-
neten Wert fur x, der noch mit allen Nachkommastellen im
Rechner gespeichert ist, werden d und h berechnet und un-
ter den Variablen a bzw. b im Rechner gespeichert.

DEG -

2+ 24[1—x23b

»a
1.701301617 1.051462224
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Es miusste fur den Goldenen Schnitt gelten: % = d;—h .

Unter Nutzung der gespeicherten Werte ergibt sich fur beide Quotienten ein und derselbe
Néaherungswert von 1,618033989. Damit ist die Aussage zum Goldenen Schnitt zumindest

naherungsweise bestatigt.

(i

" 1.618033989
a 1.618833989

o o

Autoren:
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